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Introduccio´n
Actualmente la Cosmolog´ıa es una ciencia consolidada y esta´ pasando por una
era revolucionaria, pues existen grandes interrogantes que deben ser resultas. Algu-
nas de estas interrogantes son ¿Que´ es la materia oscura? ¿Que´ es la energ´ıa oscura?
¿Co´mo comenzo´ el Universo? y ¿Co´mo se se ha formado la estructura que se observa
en el Universo? Los avances en la Cosmolog´ıa se deben a la notable exactitud en las
te´cnicas observacionales. Ejemplos de e´sto son; los estudios de supernovas tipo Ia
[69], los estudios de las estructuras a gran escala [16] y las observaciones extraordi-
nariamente precisas de varios estudios recientes del Fondo Co´smico de Microondas,
hechos por el sate´lite Planck, lanzado en 2009 [15]. Las observaciones indican que
el Universo se encuentra en una etapa de expansio´n acelerada, lo que ha provocado,
entre la comunidad cient´ıfica, un reto teo´rico y observacional a fin de encontrar la
causa de esta expansio´n.
El modelo esta´ndar de Cosmolog´ıa se construye a partir de considerar el Uni-
verso, a gran escala, como homoge´neo e isotro´pico y al tomar a la teor´ıa de la
Relatividad General (RG) como la teor´ıa correcta de la gravedad. El problema es
que utiliza a dos fluidos exo´ticos, la materia oscura y la energ´ıa oscura, dado que si
se usa el contenido energe´tico normal, el modelo predice un universo que se expande
de manera desacelerada.
La explicacio´n ma´s usada para la expansio´n acelerada del Universo es el de la
energ´ıa oscura, que con una presio´n negativa, es capaz de provocar la expansio´n.
Pero tiene un problema, puesto que no cuenta, a la fecha, con ninguna explicacio´n
satisfactoria acerca de su naturaleza, dado que no encaja bien con ningu´n modelo
conocido de la f´ısica de part´ıculas. Sin embargo, ha sido muy aceptada por la comu-
nidad cient´ıfica, pues ha sido usada para explicar otra etapa de expansio´n acelerada,
la inflacio´n en el Universo temprano. La teor´ıa de la inflacio´n inicialmente no per-
tenec´ıa al modelo esta´ndar de Cosmolog´ıa, pero gracias a su gran e´xito ya forma
parte de e´ste.
La expansio´n acelerada no so´lo se puede explicar con la energ´ıa oscura, tambie´n
se puede explicar con modelos de gravedad modificada, es decir, que se ha estado
utilizando una teor´ıa incorrecta de gravitacio´n. La RG ha sido muy cuestionada por
su incompatibilidad con la f´ısica cua´ntica. Varios intentos de cuantizarla han mos-
trado que se debe modificar la accio´n de Einstein-Hilbert [83]. Las primeras personas
que consideraron modificaciones en RG fueron Weyl y Eddington, proponiendo in-
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variantes de orden superior en la accio´n de Einstein-Hilbert [32], entre 1919 y 1922.
Pero para los f´ısicos de la e´poca no parec´ıa tener sentido en lo experimental y en
lo teo´rico. Fue hasta que Utiyama y De Witt le encontraron sentido a esas mo-
dificaciones [83], en 1962. Posteriormente Stelle, siguiendo el trabajo de Utiyama,
demostro´ que las acciones de orden superior en la curvatura son renormalizables [80].
La teor´ıa de la inflacio´n es quien explica las fluctuaciones de densidad requeridas
para el momento inicial de la formacio´n de estructura. A partir de ese momento
la fuerza gravitacional es la que determina la evolucio´n de estas fluctuaciones pri-
mordiales. La gravitacio´n, entonces, provoca que las regiones donde hay una mayor
concentracio´n de materia (una fluctuacio´n positiva de densidad), atraiga cada vez
ma´s una mayor cantidad de materia de sus alrededores. Consecuentemente los al-
rededores de la fluctuacio´n positiva, perdera´n cada vez ma´s una mayor cantidad de
materia, provocando una menor concentracio´n de materia (fluctuacio´n negativa). Si
se usa so´lo la materia observada (bario´nica), las fluctuaciones de materia iniciales no
explican el Universo observado. Por esta razo´n ha sido necesario introducir otro tipo
de materia que provoque las fluctuaciones necesarias para reproducir el Universo
observado, esta es la materia oscura.
En el presente trabajo se esta´ interesado en describir la evolucio´n de la forma-
cio´n de estructura, a gran escala del Universo, a trave´s del espectro de potencias de
galaxias, visto en el espacio de corrimiento al rojo. Se pretende utilizar las distor-
siones de corrimiento al rojo para saber si el modelo esta´ndar de Cosmolog´ıa es la
teor´ıa correcta para explicar la formacio´n de estructura o si se necesita un modelo
de gravedad modificada. Se hara´ el estudio para ambos modelos y se comparara´ con
los datos obtenidos por BOSS en los DR12 de CMASS para el cuadrupolo de las
distorsiones de corrimiento al rojo [36, 30].
En el primer cap´ıtulo se presenta la teor´ıa de Relatividad General y el modelo
esta´ndar de Cosmolog´ıa seguido de los datos de las observaciones cosmolo´gicas y de
los proyectos que respaldan dichos datos.
En el segundo cap´ıtulo se habla de la teor´ıa de perturbaciones para explicar la
formacio´n de estructura y de la relacio´n que tiene con el espectro de potencias. Se
presentan los efectos de las distorsiones de corrimiento al rojo en el espectro de po-
tencias de galaxias para una teor´ıa lineal de perturbaciones.
En el tercer cap´ıtulo se habla de modelos de gravedad modificada como alterna-
tiva a la energ´ıa oscura para explicar la expansio´n co´smica y de las dificultades que
se presentan para hacer una teor´ıa modificada de gravedad. Se hace e´nfasis en las
teor´ıas f(R), en particular para la parametrizacio´n post-friedmanniana, empleando
el modelo de Bertschinger y Zukin para esta parametrizacio´n [19], ya que este mo-
delo es muy usado en el contexto de gravedad modificada.
En el cuarto cap´ıtulo se muestran los resultados del efecto de las distorsiones
vii
de corrimiento al rojo en el espectro de potencias para el modelo esta´ndar y el mo-
delo de gravedad modificada en la paremetrizacio´n de Bertschinger y Zukin. Para
estos resultados se utilizo´ el co´digo CosmoSIS que obtiene el mejor ajuste para los
para´metros cosmolo´gicos y a partir de e´stos obtiene el espectro de potencias de ma-
teria para el modelo ΛCDM y mediante la construccio´n de un modulo especial, el de
algunos modelos de gravedad modificada de entre ellos el de Bertschinger y Zukin.
Despue´s se hace la comparacio´n con los datos de BOSS del cuadrupolo del espectro
de potencias.
De igual manera se obtiene la funcio´n de crecimiento con CosmoSIS y usando la
funcio´n de crecimiento en te´rminos del para´metro de densidad de materia, se hace
el mejor ajuste con gnuplot para obtener el ı´ndice de crecimiento segu´n el mode-
lo esta´ndar. Para el modelo de Bertschinger y Zukin, se propone una funcio´n de
crecimiento en te´rminos del para´metro de densidad de materia y de la escala para
obtener el desv´ıo del ı´ndice de crecimiento en este modelo.
Finalmente se muestran las conclusiones obtenidas en este trabajo en el que el
modelo de Bertschinger y Zukin ajusta mejor a los datos que el modelo esta´ndar
dentro de la teor´ıa lineal de perturbaciones para la formacio´n de estructura.
viii
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Cap´ıtulo 1
Relatividad general y Cosmolog´ıa
1.1. Precedentes de Cosmolog´ıa
El or´ıgen del Universo y de la vida son cuestiones que siempre han interesado
y cautivado a la humanidad, el so´lo hecho de saber de donde provenimos crea una
gran curiosidad para seguir buscando tal respuesta, si es que la hay. A lo largo de
la historia se han desarrollado diversas teor´ıas cosmolo´gicas que intentaron dar ex-
plicacio´n del origen y del estado actual del Universo. En el siglo IV a. de C. varios
filo´sofos trataron de explicar el origen del Universo, pero sin lograr una respuesta
satisfactoria. Fue Plato´n quien planteo´ el siguiente problema “determinar que´ cla-
ses de movimientos (circulares) uniformes y ordenados deben asignarse a cada uno
de los planetas para explicar sus trayectorias anuales aparentemente irregulares”[38].
Estudiando la o´rbita de Marte alrededor del Sol, Johannes Kepler, con ayuda
de las mediciones hechas por Tycho Brahe y a trave´s de sus ca´lculos que ascend´ıan
a ma´s de novecientas pa´ginas, descubrio´ que su trayectoria so´lo pod´ıa explicarse si
el planeta se desplazaba a lo largo de una elipse. Con este descubrimiento Kepler
se dio´ cuenta que todos los planetas deber´ıan seguir trayectorias el´ıpticas y que el
Sol no estaba girando alrededor de la Tierra, sino todo lo contrario, era la Tierra
quien giraba alredeor del Sol. La idea, que ya hab´ıa sido propuesta por Nicola´s
Cope´rnico, fue confirmada con las observaciones hechas por Galileo Galilei. Pero fue
hasta Newton quien, por medio de su ley de la gravitacio´n universal, describio´ com-
pletamente el movimiento de todos los planetas. Las tres leyes de Kepler explican
como se comportan los planetas y las leyes de Newton explican el porque´ lo hacen as´ı.
Au´n cuando las ecuaciones de Newton eran muy precisas para describir las o´rbi-
tas de los planetas, hab´ıa uno que no obedec´ıa del todo bien a la ley de gravitacio´n.
El perihelio de Mercurio no se ajustaba correctamente a los ca´lculos. An˜os ma´s
tarde, Albert Einstein a trave´s de su teor´ıa de la Relatividad, Especial y General,
logro´ explicar correctamente el perihelio de Mercurio, dando fin a los problemas que
daba la teor´ıa de la gravedad de Newton.
La observacio´n cosmolo´gica ma´s simple, puede ser que el cielo es oscuro por la
2
noche. Este hecho fue observado por Kepler, quien, en 1610, lo utilizo´ como eviden-
cia de un Universo finito. Heinrich Olbers, en 1823, pensaba que si el Universo fuera
infinito y estuviera plagado de estrellas uniformemente distribuidas en el espacio,
sin importar la direccio´n en la que mira´semos, siempre encontrar´ıa una estrella y su
brillo deber´ıa llegar hasta nosotros, provocando que el firmamento nocturno fuese
tan brillante que cubrir´ıa todo el espacio, por lo que, el cielo ser´ıa eternamente bri-
llante como el Sol. Esta idea de Olbers, pon´ıa de manifiesto que el Universo deber´ıa
ser finito y la velocidad de la luz finita.
A inicios del siglo XX, se hizo un descubrimiento muy importante que causo´ con-
troversias entre la comunidad cient´ıfica. Entre 1916-1917 Einstein pensaba que el
Universo era esta´tico [74], pero Edwin Hubble, que trabajaba con uno de los te-
lescopios ma´s potentes de los an˜os veinte, se dio´ cuenta, que el movimiento de las
galaxias distantes indicaba que su distancia de separacio´n aumentaba unas de otras,
eso significaba que an˜os antes las galaxias se encontraban ma´s cercanas entre ellas
y si siguie´ramos en retroceso, todo estar´ıa agrupado en una sola regio´n. Hoy en d´ıa,
en la visio´n actual de la ciencia, se cree´ que el Universo tuvo inicio en un evento
conocido como el Big Bang (BB) hace unos 13.8 mil millones de an˜os. El Big Bang
(La Gran Explosio´n), es el evento en el que surge el Universo. Su descripcio´n es que
toda la energ´ıa del Universo se encontraba comprimida en un punto, la nocio´n de
espacio y tiempo aqu´ı no existen. De pronto, en una fraccio´n de segundo, surge una
enorme explosio´n, se ha liberado toda la energ´ıa, la temperatura es extremadamente
alta y el espacio se expande a gran velocidad.
La Cosmolog´ıa moderna comienza con George Gamow quien a mediados de 1940
calculo´ co´mo el Universo empezar´ıa a partir de un estado muy caliente y denso,
as´ı como ocurre dentro de los nu´cleos de las estrellas. Al ser tan caliente y denso
la materia y la luz estaban acopladas y se describ´ıan como un fluido de radiacio´n
siguiendo la ley de Stefan-Boltzmann. As´ı, el Universo debio´ ser dominado por la
radiacio´n y la expansio´n fue controlada por e´sta hasta llegar a la e´poca de la u´lti-
ma dispersio´n en el que la luz y la materia se desacoplan, con una temperatura de
T ∼ 10 eV, provocando que la luz viaje libremente por el Universo, este aconteci-
miento dejo´ una huella que puede medirse hoy en d´ıa (la llamada Radiacio´n Co´smica
de Fondo (RCF), CMBR por sus siglas en ingle´s, cosmic microwave background ra-
diation, a veces llamada simplemente CMB) pero con una temperatura cercana al
cero absoluto, puesto que la expansio´n enfriar´ıa cualquier cosa en el Universo. La
RCF fue medida por Penzias y Wilson en 1965 y los hizo acreedores al premio Nobel
de F´ısica en 1978, como se vera´ ma´s adelante.
1.2. Relatividad General
La teor´ıa de la Relatividad General (RG), es la teor´ıa de gravitacio´n en la cual
se desarrolla la Cosmolog´ıa moderna. Postulada en noviembre de 1915 por Albert
Einstein [33], quien la desarrollo´ como una generalizacio´n de su teor´ıa de la Re-
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latividad Especial (RE) [34]. RG es justamente la que proporciona la herramienta
matema´tica con la cual se obtienen las ecuaciones cosmolo´gicas, pues para estudiar el
cosmos, se necesita una teor´ıa de gravedad que describa su cinema´tica y su dina´mica.
La RE surge del hecho de mantener invariantes las ecuaciones de Maxwell al
cambiar de un marco de referencia a otro. Para e´sto, Einstein postulo´ dos principios
que se cumplen para los sistemas inerciales y que son la base de la RE. Dichos
principios postulan lo siguiente:
Las leyes de la f´ısica son las mismas en cada marco de referencia inercial.
La velocidad de la luz (c) es independiente del marco de referencia inercial1.
Es decir, la velocidad de la luz no depende de la velocidad de la fuente de la
que es emitida [76].
Eintein obtuvo las transformaciones de Lorentz a partir de estos principios [76, pa´g.
22]. Estas transformaciones dejan invariantes las ecuaciones de Maxwell ante un
cambio de marco de referencia, independientemente de la velocidad a la que se mue-
van.
Uno de los conceptos ma´s importantes que usa esta teor´ıa es el de la me´trica,
y es que, la me´trica establece como es la geometr´ıa del espacio, que en relatividad
dice, cual es la geometr´ıa que tiene el espacio-tiempo. En RE la me´trica que se usa
es la llamada me´trica de Minkowski dada por:
ηµν =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 . (1.1)
Todos los observadores inerciales en el espacio-tiempo de Minkowski siguen trayec-
torias rectas, es decir, observan que el espacio-tiempo es plano. El elemento de l´ınea
con esta me´trica se mide conforme a2
ds2 = ηµνdx
µdxν . (1.2)
La ecuacio´n (1.2) es la distancia entre dos eventos que ocurren en el espacio-
tiempo de Minkowski. Como se ha visto, RE se cumple para sistemas inerciales.
La necesidad de obtener una teor´ıa General de la Relatividad es el de abarcas los
sistemas de referencia no inerciales. Para empezar con el estudio de RG se usara´n
las cantidades ~ = c = 1, donde ~ = h/2pi y h es la constante de Planck, las cuales
1La velocidad de la luz es un l´ımite, es decir, ningu´n cuerpo puede viajar ma´s ra´pido que e´sta
y tiene un valor de c = 2.998× 108 ms2 .
2El art´ıculo original de Einstein fue publicado en 1905, mientras que la discusio´n de Minkowski
de la geometra´ del espacio-tiempo fue dada en 1908. Los art´ıculos de Einstein y de Minkowski
se reimprimieron (en ingle´s) en El Principio de la Relatividad por A. Einstein, H. A. Lorentz, H.
Minkowski, y H. Weyl (Dover) [60, 76].
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pertenecen al sistema de unidades naturales. Y la convencio´n de signos sera´ acorde
a la referencia [63, pa´gs. 53 y 340].
Einstein postulo´ dos principios ma´s que se cumplir´ıan para los sistemas no iner-
ciales y que son la base de RG. Los principios de la teor´ıa son:
El principio de equivalencia. El principio de equivalencia de´bil (PED), mencio-
na que las part´ıculas que caen libremente se mueven a trave´s de geode´sicas en
el espacio-tiempo. Pero el PED se refiere u´nicamente a las part´ıculas. ¿ Co´mo
son, por ejemplo, los fluidos afectados por una me´trica no plana? Se necesita
generalizar el PED.
Principio de equivalencia de Einstein3: cualquier experimento f´ısico local que
no involucre la gravedad, tendra´ el mismo resultado que si se realiza en un
marco inercial que cae libremente, como si fuera realizado en el espacio-tiempo
plano de relatividad general. En este caso, ’local’ significa que el experimento
no involucra campos, tales como el campo ele´ctrico, que pueden extenderse
sobre grandes regiones y por lo tanto se extienden fuera del dominio de validez
del marco inercial local.
En otras palabras, los campos gravitacionales uniformes son equivalentes a los
marcos de referencia acelerados uniformemente con respecto a las marcos de
referencia inerciales [76, pa´g. 173].
El principio de covarianza. Las leyes de la F´ısica deben tomar la misma forma
en todos los marcos de referencia (inerciales y no inerciales), es decir, son
invariantes ante transformaciones de coordenadas.
En RG, con presencia de gravedad, la me´trica depende de lo que se quiera estu-
diar, ya sea un agujero negro, un sistema binario, un pulsar e incluso nuestro propio
Sol. Aqu´ı, las trayectorias de los observadores acelerados en el espacio-tiempo ya
no son siempre l´ıneas rectas y tampoco es plano necesariamente, ahora el espacio-
tiempo puede ser curvo al igual que las trayectorias de los observadores acelerados,
es decir, no se pueden usar las transformaciones de Lorentz para los observadores
acelerados. El espacio-tiempo es plano so´lo en la medida que la gravedad pueda ser
ignorada. Con esto, el elemento de l´ınea general es
ds2 = gµνdx
µdxν . (1.3)
RG es una teor´ıa del campo gravitacional, as´ı que se debe especificar co´mo las
fuentes del campo gravitacional determinan la me´trica del espacio-tiempo. Acorde
con la teor´ıa de Einstein, el responsable del campo gravitacional es el tensor de
energ´ıa-momento, es decir, todo lo que contenga materia y energ´ıa inducira´ curvatura
3Esto ha sido probado experimentalmente con una precisio´n extremadamente alta en el experi-
mento llamado Eo¨tvo¨s. Ve´ase Dicke (1964) [31].
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en el espacio. La ecuacio´n del campo gravitacional se obtiene a partir de la densidad
lagrangiana de Einstein-Hilbert dado por4:
L =
(
1
16piG
R + Lm
)√−g, (1.4)
donde Lm es el lagrangiano de materia, R es el escalar de Ricci, el cual, se define a
partir del tensor de curvatura de Riemann por la siguiente relacio´n R = gµνRµν =
gµνRλµλν , Rµν es el tensor Ricci y R
γ
µλν es el tensor de Riemann, el cual, se define
como RγµλνV
µ = ∇λ∇νV γ − ∇ν∇λV γ, donde ∇α indica derivada covariante y V γ
es un vector. G es la constante de gravitacio´n universal y g = |gµν |. El lagrangiano
(1.4) se puede separar en un lagrangiano de materia y uno geome´trico, tal que, se
escribe la accio´n de Einstein-Hilbert
S = Sg + Sm, (1.5)
donde
Sg =
∫ √−g R
16piG
d4x, (1.6)
Sm =
∫ √−gLm d4x. (1.7)
Con Lg =
R
16piG
el lagrangiano geome´trico. Haciendo la variacio´n con respecto a la
me´trica (gµν) de la ecuacio´n (1.5), que cumple con δS = δ(Sg + Sm) = 0, se tiene
δS =
1
16piG
∫
d4x
(√−ggµνδRµν +Rδ√−g +√−gRµνδgµν)
+
∫
d4x
(√−gδLm + Lmδ√−g) , (1.8)
al tomar que δg = −g(gµνδgµν), implica δ√−g = −12
√−g(gµνδgµν) [24]. Para la
variacio´n del tensor de Ricci, δRµν , los cambios en g
µν no juegan ningu´n papel, so´lo
se producen cambios en los s´ımbolos de Christoffel Γλαβ. Adema´s, la variacio´n δΓ
λ
αβ
es un tensor, aunque Γλαβ no lo es [63]. Al considerar la variacio´n de los s´ımbolos
de Christoffel Γλαβ → Γλαβ + δΓλαβ [24], se obtiene δRµν . Si se elije un sistema de
coordenadas en el que los s´ımbolos de Christoffel desaparezcan. Recordar que cual-
quier sistema de coordenadas es tan bueno como cualquier otro al estar tratando con
tensores. Entonces, en este sistema de coordenadas, la variacio´n de la curvatura se
expresa en te´rminos de las primeras derivadas de las cantidades δΓλαβ [63], es decir,
δRµν =
∂δΓλµν
∂xλ
− ∂δΓ
λ
λµ
∂xν
. (1.9)
Ahora, so´lo se necesita remplazar las derivadas ordinarias, las cuales se cumplen en
un espacio plano como el de Minkowski, por derivadas covariantes para obtener la
ecuaciones correctas en cualquier sistema de coordenadas [63, 24], por lo tanto
δRµν = (δΓ
λ
µν);λ − (δΓλλµ);ν = ∇λ(δΓλµν)−∇ν(δΓλλµ), (1.10)
4Las unidades de la densidad lagrangiana son de (Energ´ıa)4.
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donde∇µ indica derivada covariante. Retomando la ecuacio´n (1.8), al sustituir (1.10)
y δ
√−g, se tiene,
δS =
1
16piG
∫
d4x
(√−ggµν(∇λ(δΓλµν)−∇ν(δΓλλµ))− √−g2 Rgµνδgµν +√−gRµνδgµν
)
+
∫
d4x
(√−gδLm − √−g
2
Lmgµνδg
µν
)
, (1.11)
arreglando un poco esta u´ltima ecuacio´n
δS =
1
16piG
∫
d4x
√−g
[(
Rµν − 1
2
Rgµν
)
δgµν +∇σ
(
gµν(δΓλµν)− gµσ(δΓλλµ)
)]
+
∫
d4x
(√−gδLm − √−g
2
Lmgµνδg
µν
)
, (1.12)
no´tese que,
1
16piG
∫
d4x
√−g∇σ
(
gµν(δΓλµν)− gµσ(δΓλλµ)
)
= 0, (1.13)
puesto que, es una integral con respecto al elemento del hipervolumen de la diver-
gencia covariante de un vector; por el teorema de Stokes, e´sto es una contribucio´n de
frontera en el infinito, que se puede poner a cero haciendo que la variacio´n desapa-
rezca en el infinito. Por lo tanto, este te´rmino no contribuye en nada a la variacio´n
total [63]. Entonces la ecuacio´n (1.12) queda como
δS =
1
16piG
∫
d4x
√−g
[(
Rµν − 1
2
Rgµν
)]
δgµν
+
∫
d4x
(√−gδLm − √−g
2
Lmgµνδg
µν
)
, (1.14)
como δLm = ∂Lm/∂g
µνδgµν y dado que δS = 0, se tiene
Rµν − 1
2
Rgµν = 8piG
(
−2∂Lm
∂gµν
+ Lmgµν
)
, (1.15)
se define el tensor de energ´ıa-momento [63, 26]
Tµν ≡ − 2√−g
δSm
δgµν
= − 2√−g
∂
(
Lm
√−g)
∂gµν
= −2∂Lm
∂gµν
+ Lmgµν . (1.16)
finalmente, se obtiene la bien conocida ecuacio´n de campo de Einstein,
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR = 8piGTµν , (1.17)
donde Gµν es el tensor de Einstein. La ecuacio´n (1.17), representa un sistema de
10 ecuaciones, no lineales, acopladas y de segundo orden con respecto a la me´trica,
adema´s el sistema no es linealmente independiente. La ecuacio´n (1.17) significa que
la geometr´ıa del espacio es proporcional a la cantidad de materia o fluido presente.
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En otras palabras, es la materia quien le dice al espacio-tiempo como debe defor-
marse y el espacio-tiempo le dice a la materia como moverse.
De la ecuacio´n (1.17), se observa que, para cuando se emplea la me´trica de Min-
kowski la u´nica solucio´n es Tµν = 0, lo que significa que hay ausencia de materia.
Pero si Tµν = 0, no necesariamente se obtiene la me´trica de Minkowski, se puede
tener la me´trica para un agujero negro.
Otra caracter´ıstica importante de RG es que las trayectorias de las part´ıculas en
el espacio-tiempo siguen l´ıneas geode´sicas, las cuales se obtienen de la solucio´n para
la me´trica de la ecuacio´n (1.17). El hecho de que sean geode´sicas se debe al principio
de equivalencia. La ecuacio´n (1.17) refleja la consistencia del principio de covarianza,
ya que, la ecuacio´n es invariante ante una transformacio´n de coordenadas.
Cuando se introduce la constante cosmolo´gica Λ, para explicar la expansio´n
acelerada, la accio´n (1.6) se modifica sustituyendo R por R − 2Λ, entonces, las
ecuaciones de campo que se obtienen son
Rµν − 1
2
gµνR = 8piG
(
Tµν − Λ
8piG
gµν
)
. (1.18)
La forma en como aparece la constante cosmolo´gica en la ecuacio´n (1.18), es como la
de un fluido ideal, al que se le asocia un tensor de energ´ıa-momento TΛµν = −ρΛgµν ,
cuya densidad de energ´ıa es ρΛ =
Λ
8piG
y con presio´n PΛ = −ρΛ. Por lo tanto, esta
constante cosmolo´gica actu´a como un fluido con presio´n negativa.
1.3. Implicaciones del principio cosmolo´gico
La RG abre un nuevo panorama para abordar la resolucio´n de los problemas
que plantean las propiedades del Universo a escala co´smica. Se sabe que las estrellas
esta´n distribuidas en el espacio de manera no uniforme, de hecho, se concentran
en sistemas estelares individuales llamados galaxias. Pero al estudiar el Universo
a gran escala,5 se puede prescindir de estas faltas de homogeneidades locales. En
regiones del espacio cuyas dimensiones son grandes, comparadas con las distancias
que separan a las galaxias entre s´ı, la densidad de masa del Universo se toma como
el promedio de las densidades de estas regiones. La soluciones a las ecuaciones de
campo de Einstein, relativas a este problema, se basan en la hipo´tesis de que la
materia esta´ uniformemente distribuida en todo el espacio6.
El principio cosmolo´gico establece que el espacio, lleno uniformemente de
materia, es completamente homoge´neo e iso´tropo en sus propiedades. Homoge´neo
se refiere a que la materia se encuentra uniformemente distribuida, y el que sea
isotro´pico, se refiere a que no depende de la direccio´n en la que se mire el Universo,
5A distancias ma´s grandes de 100 Mpc. 1 parsec=3.2616 an˜os luz=3.0857× 1016 m.
6Los datos astrono´micos apoyan a esta hipo´tesis.
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la materia siempre se encuentra bien distribuida. Es decir, los cu´mulos gala´cticos
se encuentran uniformemente distribuidos en el Universo, ver figura (1.1). Haciendo
e´sto se puede elegir un tiempo universal, tal que, en cualquiera de sus instantes la
me´trica del espacio es la misma en todos los puntos y en todas direcciones [55, pa´g.
359]. El principio fue introducido por A. Einstein en 1917 junto con W. de Sitter.
Figura 1.1: Cada punto es una galaxia; los colores muestra la densidad local, el rojo significa que
hay mayor densidad. El color de cada galaxia esta´ codificado de acuerdo a su luminosidad. Tomado
de [8].
Tal idea de un Universo homoge´neo e isotro´po fue explorada por A. Friedmann
y G. Lemaˆıtre en la de´cada de 1920 y puesta en so´lidas bases geome´tricas por H. P.
Robertson y A. G. Walker.
En el campo observacional, E. Hubble, en 1929, establecio´ que las galaxias mos-
traban un incremento sistema´tico del corrimiento al rojo (redshift) con el aumento
de la distancia hacia nosotros. Hubble gra´fico la velocidad de las galaxias contra su
distancia y encontro´ que la pendiente es la razo´n de la expansio´n del Universo, ver
figura (1.2).
A este valor de la pendiente se le conoce como el para´metro de Hubble, al valor
actual se le llama constante de Hubble, teniendo como valor actual H0 = 67.74 ±
0.46 kms−1Mpc−1 [15]. La velocidad con la cual las galaxias se alejan de nosotros
esta´ dado por:
v = rH, con H ≡ a˙
a
, (1.19)
H es el para´metro de Hubble, r = xa, es la distancia f´ısica a la galaxia que se
quiere medir, x es la distancia co´movil (x crece con la expansio´n) y a es un factor
9
Figura 1.2: Diagrama de Hubble. Tomado de [1].
de expansio´n que se especificara´ ma´s adelante. La constante de Hubble tambie´n se
representa a trave´s del valor de la tasa de expansio´n h = 0.6774± 0.0098, dado por,
H0 = 100 · h km s−1Mpc−1. (1.20)
En la de´cada de 1930, Eddington probo´ que los modelos esta´ticos de Einstein eran
inestables. Esto establecio´ las bases de credibilidad de los Universos conocidos co-
mo universos de Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker (FLRW). Pues se
ten´ıan universos homoge´neos e isotro´picos y con expansio´n . La me´trica que justa-
mente mantiene al espacio homoge´neo e isotro´pico es la me´trica de FLRW,
ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)]
, (1.21)
donde t es el tiempo co´smico, r, θ, φ son las coordenadas esfe´ricas de R3, k es la
curvatura constante, toma los valores k = 0,+1,−1 para un universo plano, cerrado
o´ abierto, respectivamente. La funcio´n a(t) es un potencial desconocido de la me´trica
que codifica el taman˜o a grandes distancias, formalmente es el factor de escala del
universo. Junto con la hipo´tesis de homogeneidad e isotrop´ıa, se asume que el fluido
co´smico dado en RG por la ecuacio´n (1.16), es un fluido perfecto,7 para el cual, el
tensor de energ´ıa-momento esta dado por:
Tµν = (ρm + P )uµuν + Pgµν , (1.22)
donde ρm es la densidad del fluido perfecto considerado, excepto el de la constan-
te cosmolo´gica, P la presio´n y uµ es la cuadri-velocidad del fluido en coordenadas
7Un fluido perfecto esta definido como uno en el que todas las fuerzas disipativas son cero y
la u´nica fuerza, entre los elementos de fluido cercanos, es la presio´n [76]. El fluido perfecto es
isotro´pico en el marco de referencia local [29].
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como´viles 8. Las coordenadas como´viles son las que crecen con la expansio´n.
Si se sustituye la me´trica de FLRW en la ecuacio´n (1.18) se obtienen las ecua-
ciones cosmolo´gicas de Friedmann. Con tales ecuaciones es posible entender la ex-
pansio´n y evolucio´n del Universo. Los tres tipos de universos espacio-temporales que
Friedmann encontro´ esta´n descritos en te´rminos del factor de escala y la evolucio´n
de estos universos esta´ dado por las siguiente ecuacio´n,
H2 =
8piG
3
ρm − k
a2
+
Λ
3
, (1.23)
La ecuacio´n exhibe una relacio´n muy simple entre el para´metro de Hubble, la geo-
metr´ıa y la energ´ıa del Universo. La aceleracio´n del Universo viene dada por,
a¨
a
= −4piG
3
(ρm + 3P ) +
Λ
3
. (1.24)
Asumiendo la conservacio´n del tensor de energ´ıa-momento, T µν;µ = 0, se obtiene una
ecuacio´n de continuidad,
ρ˙+ 3H(ρ+ P ) = 0, (1.25)
so´lo dos de estas ecuaciones (1.23 - 1.25) son linealmente independientes, mientras
que una de ellas puede ser deducida a partir de las otras. En esta u´ltima ecuacio´n ρ =
ρm + ρΛ. El sistema de ecuaciones (1.23 - 1.25) contiene tres variables desconocidas
(ρ, a, P ), as´ı que, hace falta otra ecuacio´n para que el sistema se pueda resolver. La
ecuacio´n que se agrega es una relacio´n entre la densidad y la presio´n del fluido, es
una ecuacio´n de estado barotro´pica,
P
ρ
= ω =

1
3
para radiacio´n o´ materia relativista
0 para polvo
1 para materia r´ıgida
−1 constante cosmolo´gica
. (1.26)
Tomando las ecuaciones (1.23 - 1.26), al sustituir la ecuacio´n de estado en la ecuacio´n
de continuidad, se tiene
ρ˙+ 3
a˙
a
ρ(1 + ω) = 0, (1.27)
cuya solucio´n cuando ω es constante es;
ρ(a) =
c
a3(1+ω)
, (1.28)
con c una constante que depende de los valores iniciales para ρ y para a. El valor de
ω es diferente para cada fluido, por lo que, la densidad tambie´n sera´ diferente, por
8En coordenadas como´viles uµ = (1, 0, 0, 0), en coordenadas generales uµ es un cuadri-vector
general.
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lo tanto,
ρ(a) =

c
a4
si ω =
1
3
para radiacio´n
c
a3
si ω = 0 para polvo
c
a6
si ω = 1 para materia r´ıgida
c si ω = −1, para constante cosmolo´gica
, (1.29)
por ende, la ecuacio´n (1.23) se resuelve con estos valores de ρ, as´ı para un Universo
con geometr´ıa plana se tendra´,
a(t) = K ·

t
1
2 radiacio´n
t
2
3 polvo
t
1
3 materia r´ıgida
eCt para constante cosmolo´gica
, (1.30)
donde K y C son constantes.
Ahora bien, en Cosmolog´ıa existen diferentes para´metros cuyos valores describen,
en su conjunto, diferentes etapas del Universo, ya sea en la e´poca de la radiacio´n,
materia o constante cosmolo´gica. Uno de estos para´metros, ya mencionado anterior-
mente, es el de Hubble. A continuacio´n se definira´n otros para´metros y su relacio´n
entre si.
Para esto se examinara´ la ecuacio´n (1.23), la cual, se puede escribir de la siguiente
manera:
1 =
8piG
3H2
ρ− k
a2H2
+
Λ
3H2
. (1.31)
Haciendo uso del principio cosmolo´gico, la densidad cr´ıtica del Universo, esto es, la
masa por unidad de volumen que se requiere para que exista un Universo plano es
precisamente:
ρc ≡ 3H
2
8piG
, (1.32)
cuyo valor hoy en d´ıa es ρ
(0)
c = 4.5 × 10−30 g
cm3
, que equivale a tres a´tomos de
hidro´geno en un volumen de mil litros. As´ı la ecuacio´n (1.31) resulta ser:
1 =
ρ
ρc
− k
a2H2
, (1.33)
al definir el para´metro de densidad Ω y el para´metro de curvatura Ωk, como
Ω ≡ ρ
ρc
, Ωk ≡ − k
a2H2
, (1.34)
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la ecuacio´n (1.23) sera´:
1 = Ω + Ωk. (1.35)
Al analizar los universos de FLRW, de la ecuacio´n (1.35), cuando k = 0, se tiene
que Ω = 1, entonces, ρ = ρc y el Universo tiene geometr´ıa plana. Si k = +1, el valor
de Ω > 1, lo cual implica, ρ > ρc y el Universo es cerrado con geometr´ıa esfe´rica
(positiva). Por u´ltimo, cuando k = −1, se obtendra´ Ω < 1, y entonces ρ < ρc, el
Universo sera´ abierto y con geometr´ıa hiperbo´lica (negativa), ver figura (1.3).
Figura 1.3: Geometr´ıa del Universo dependiente del valor de Ωk. Tomado de [7].
Adema´s, como Ω = ρ
ρc
= ρm+ρΛ
ρc
, se define el para´metro de densidad de materia
total Ωm ≡ ρmρc y el para´metro de constante cosmolo´gica ΩΛ ≡
ρΛ
ρc
, por lo tanto, la
ecuacio´n (1.35) se reescribe como
1 = Ωm + Ωk + ΩΛ. (1.36)
A esta ecuacio´n, por tener tres componentes diferentes, se le conoce como la ecuacio´n
del tria´ngulo co´smico y es fundamental en Cosmolog´ıa, ya que proviene de una de
las ecuaciones de Friedmann. Es una constriccio´n que se debe cumplir a todo tiempo.
El Universo esta´ compuesto por varios fluidos y el para´metro de densidad se
puede separar en cada uno de ellos. Tales fluidos son la luz (γ), neutrinos (ν), materia
bario´nica (b), materia oscura (mo) y constante cosmolo´gica (Λ) de tal manera que,
Ω = Ωγ + Ων + Ωb + Ωmo + ΩΛ = Ωm + ΩΛ, (1.37)
donde Ωγ es el para´metro de radiacio´n, Ων es el para´metro de neutrinos, Ωb es
el para´metro de densidad de materia bario´nica y Ωmo es el para´metro de materia
oscura. El valor de cada una se determina a trave´s de mediciones [15, 53]. Se estima
que hoy en d´ıa Ω0γ ≈ 10−5, Ω0ν ≈ 10−5, Ω0b ≈ 0.05, Ω0mo ≈ 0.26, Ω0k ≈ 0 y Ω0Λ ≈ 0.69.
A trave´s de las mediciones de supernova [69], de la RCF [15] y de BAO [35], se tiene
que Ωk ≈ 0, entonces, la ecuacio´n (1.36), se modifica como:
1 = Ωb + Ωmo + ΩΛ. (1.38)
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No´tese que, lo que hay en el Universo es materia y energ´ıa, e hipote´ticamente, casi
todo es materia y energ´ıa oscura, ver figura9 (1.4). La materia oscura es un flui-
do que no interacciona a trave´s de la fuerza fuerte, de´bil y electromagne´tica, so´lo
tienen interaccio´n gravitacional, de largo alcance. Esta materia es responsable de
proporcionar la atraccio´n gravitacional permitiendo que objetos, como las galaxias,
se formen, y los mantiene juntos una vez que se han formado. El concepto de energ´ıa
oscura no se usara´ de manera geome´trica, es decir, no se agrega el te´rmino Λgµν , del
lado izquierdo de la ecuacio´n de Einstein (1.17), sino el te´rmino 8piG ·TEOµν , del lado
derecho de esta misma ecuacio´n (1.17). Esta energ´ıa oscura es la energ´ıa que se le
asocia a la constante cosmolo´gica, la cual, ejerce una presio´n negativa como se dijo
anteriormente. La energ´ıa oscura es el nombre de la sustancia o el feno´meno respon-
sable de la aceleracio´n del Universo, no sabiendo si es producida por la constante
cosmolo´gica o una funcio´n arbitraria del tiempo, por ejemplo, un campo escalar. En
el cap´ıtulo 3 se le dara´ otra interpretacio´n a esta energ´ıa oscura.
Figura 1.4: A la izquierda se muestran las regiones de confianza del 68.3 %, 95.4 %, 99.7 % en
el plano de (Ωm,ΩΛ) a partir de las SN Ia combinado con las restricciones de BAO y de la RCF
que adema´s incluye los errores estad´ısticos. Tomado de [81]. A la derecha se muestra la cantidad
relativa de la densidad de materia y energ´ıa en el Universo. Tomado de [3].
En la actualidad, el Universo se encuentra constituido por una proporcio´n de ma-
teria y energ´ıa oscura, segu´n lo muestra la ecuacio´n (1.37). La figura (1.5), muestra
modelos del Universo con ambas componentes en diferentes proporciones. El modelo
9Supo´ngase que se tiene un para´metro que se desea conocer y se tienen datos de algu´n expe-
rimento. La probabilidad de obtener el valor del para´metro dados los datos, en principio, deber´ıa
ser un valor u´nico. En la figura (1.4), las regiones de confianza, se refieren a la probabilidad de
obtener no un valor del para´metro dados los datos, sino en un contorno o regio´n de valores dados
los datos, y de ah´ı obtener el que tenga la mayor probabilidad. Los nu´meros 68.3 %, 95.4 %, 99.7 %,
se refieren al nivel de confianza que se tiene de encontrar el valor del para´metro, dentro del rango
de valores que puede tener en ese taman˜o. El 100 %, se refiere a que es seguro que en ese rango
de valores se encuentre el valor real del para´metro. La idea principal es hacer que este rango de
valores se cada vez ma´s pequen˜o. Ve´ase referencia [84].
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ma´s aceptado por las observaciones es cuando el universo crece desaceleradamente,
y despue´s de un tiempo, lo hace de forma acelerada, e´sto se cumple cuando Ωm ∼ 0.3
y ΩΛ ∼ 0.7 mostrado en la figura (1.4). Los dema´s valores son inconsistentes con las
observaciones.
Figura 1.5: Modelos del universo para diferentes valores de materia y energ´ıa oscura. Cada modelo
corresponde a un color. Tomado de [11].
El para´metro de Hubble nos da una medida de como el Universo se va expan-
diendo y a que velocidad lo esta´ haciendo, dicho para´metro va cambiando con el
tiempo. Una forma de cuantificar esto es a trave´s del para´metro de desaceleracio´n,
el cual se puede obtener de la siguiente manera.
Conside´rese una expansio´n en serie de Taylor del factor de escala a, alrededor
del tiempo presente (t0), es decir,
a(t) = a(t0) + a˙(t0)[t− t0] + 1
2
a¨(t0)[t− t0]2 + · · · , (1.39)
dividiendo todo entre a(t0) se tiene,
a(t)
a(t0)
= 1 +H0[t− t0]− 1
2
q0H
2
0 [t− t0]2 + · · · , (1.40)
que define al para´metro de desaceleracio´n como,
q0 = − a¨(t0)
a(t0)
1
H20
= −a(t0)a¨(t0)
a˙2(t0)
. (1.41)
Ahora, de la ecuacio´n de aceleracio´n del Universo (1.24), considerando P = 0, para
materia que no ejerce presio´n como lo son la coleccio´n de galaxias, y tomando en
cuenta la definicio´n de la densidad cr´ıtica se tiene que,
q0 =
1
2
Ω0m − Ω0Λ. (1.42)
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Significa que, si se conoce la cantidad de materia en el Universo se puede saber como
e´ste se desacelera. Se puede definir el para´metro de desaceleracio´n en funcio´n del
tiempo como:
q(t) =
a¨(t)
a(t)H2(t)
. (1.43)
Uno de los conceptos ma´s usados en Cosmolog´ıa es el corrimiento al rojo, ya
mencionado anteriormente, e´ste se puede entender como sigue. Piense en el fluido
co´smico compuesto de part´ıculas con l´ıneas de mundo igual a geode´sicas, conside-
rando su momento p(t) en cada instante de tiempo por un observador como´vil en
reposo, ya que e´ste se mueve con el fluido. El fluido en un tiempo infinitesimal dt
viaja entre observadores cercanos separados por una distancia vdt, con v la velo-
cidad del fluido medida por cualquier observador. Tomando en cuenta la velocidad
relativa u = dr/dt de estos observadores, para cada instante se tendra´:
du =
a˙
a
vdt =
da
a
v, (1.44)
u es la velocidad debida a la expansio´n. Ahora, aplicando el cuadrimomento (E,p)
y del hecho de que E = γmc2 y p = γmv, se tiene10:
dp = −Edu = −p
v
du, (1.45)
como lo que se pretende es obtener el cambio en el momento de las part´ıculas al
viajar de un observador a otro. Por lo tanto, al usar la ecuacio´n anterior se encuentra
que dp/p = −da/a, integrando esta relacio´n a lo largo del camino de la part´ıcula, es
decir, desde el valor del momento de la part´ıcula cuando es emitido, hasta cuando
es detectado por algu´n observador, se tiene,
p(t) =
a0p0
a(t)
, (1.46)
el momento, medido por una secuencia de observadores, cae como 1/a en un universo
en expansio´n (si fuese un universo en contraccio´n, entonces el momento aumentar´ıa).
Por convencio´n, se normaliza el factor de escala como a0 = 1, que representa su valor
hoy en d´ıa. Al considerar que las part´ıculas son fotones, su energ´ıa es E = p = hν,
al sustituir en la ecuacio´n (1.46),
ν(t) =
E0
h
1
a(t)
, (1.47)
donde E0 es la energ´ıa del foto´n medida por algu´n observador. Si ahora se toma que,
ν = 1/τ = 1/λ y λ = h/E, donde h es la constante de Planck, entonces,
λ0
λ(t)
=
a0
a(t)
=
1
a(t)
, (1.48)
10γ =
(
1− v
2
c2
)−1/2
, adema´s se debe tomar en cuenta que c = 1.
16
donde λ0 es la longitud de onda del foto´n medida por algu´n observador. El corri-
miento al rojo cosmolo´gico de define como:
z ≡ λobs − λem
λem
, (1.49)
donde “obs” se refiere al observado y “em” al emitido. Usando la ecuacio´n (1.48) se
encuentra finalmente que:
1 + z(t) =
1
a(t)
. (1.50)
La ecuacio´n (1.50), representa el corrimiento al rojo o al azul, dependiendo de si los
objetos de alejan o se acercan de nosotros, respectivamente, debido a la expansio´n
o contraccio´n co´smica. El corrimiento al rojo se tiene cuando z > 0 y el corrimiento
al azul cuando z < 0. El corrimiento se caracteriza por la diferencial relativa entre
las longitudes de onda observadas y emitidas de un objeto.
1.4. Historia te´rmica del Universo
Poco despue´s de que ocurriera el Big Bang, en un tiempo de aproximadamente
t = 1×10−34s, una temperatura de T = 1×1027 K y una energ´ıa de E = 1×1014GeV ,
existio´ un periodo de expansio´n acelerada, anterior a la expansio´n actual y de na-
turaleza diferente; llamada inflacio´n cosmolo´gica. La inflacio´n fue propuesta por
A. Guth en 1981 y provee al Big Bang el conjunto de condiciones iniciales, en los
campos de materia
(
δρ
ρ
∼ 10−5
)
, que son necesarias para explicar la evolucio´n de
las perturbaciones, que dan origen a la formacio´n de estructura, en Cosmolog´ıa
esta´ndar. La descripcio´n del Universo segu´n el modelo esta´ndar de Cosmolog´ıa, del
que se hablara´ ma´s adelante, presenta al menos dos problemas: la planitud y la
homogeneidad entre regiones que estaban causalmente desconectadas. Los modelos
de la inflacio´n los solucionan, aunque inicialmente la inflacio´n no formaba parte del
modelo esta´ndar, ahora se considera incorporado a este modelo esta´ndar de Cos-
molog´ıa. Cuando la inflacio´n se detuvo, la enorme densidad del campo inflato´n se
convirtio´ en part´ıculas que pronto fueron termalizadas. A dicho proceso se le llama
recalentamiento del Universo. Aqu´ı comienza la e´poca de radiacio´n. En el Universo
so´lo hab´ıa un plasma de quarks-gluones y otras part´ıculas elementales como lepto-
nes y bosones, todas se mov´ıan con velocidades relativistas, es decir, con velocidades
cercanas a la de la luz. Despue´s viene el proceso de la barioge´nesis que es cuando
se empezaron a formar los bariones, como los protones, neutrones y sus respectivas
anti-part´ıculas, todas ellas interaccionaban por medio de la creacio´n y destruccio´n
de pares. El Universo siguio´ expandie´ndose y enfria´ndose hasta llegar a una tem-
peratura de T = 1 × 1010 K, en t = 1s, con una energ´ıa de E = 1MeV , en este
momento ocurre el desacople de los neutrinos provocando que e´stos puedan viajar
libremente por el cosmos con un momento p ∝ 1/a, como lo muestra la ecuacio´n
(1.46). Tambie´n ocurre la nucleos´ıntesis del Big Bang, los protones y neutrones co-
mienzan a fusionarse para formar nu´cleos de los elementos ligeros: 1H,2D,3He,4He.
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Al examinar un poco lo que sucede en t = 1s, a partir del Big Bang, se debe
tomar en cuenta que, todas las part´ıculas del Universo se encuentran en equilibrio
termodina´mico, s´ı y so´lo si, el tiempo de interaccio´n entre ellas es menor que el
tiempo de Hubble. El tiempo de Hubble es H−1 y la distancia de Hubble es cH−1
y son de mucha importancia, pues representan el taman˜o del horizonte causal. Sus
valores actuales son:
H−10 ' 13.7 Gyr,
cH−10 ' 4.3 Gpc.
Asumiendo que las part´ıculas se comportan como un gas ideal11 en equilibrio termo-
dina´mico, para cada especie de part´ıculas, la funcio´n de distribucio´n que se obtiene
al resolver la ecuacio´n de Boltzmann, con colisiones, esta dada por [29]:
fi(p) =
1
exp
(
Ei(p)− µi(T )
T
)
± 1
, (1.51)
donde el sub´ındice i indica alguna especie de part´ıcula, ya sean fotones (γ), protones
(p), electrones (e−), neutrones (n), etc. El momento esta´ representado por p, µi es
el potencial qu´ımico de las part´ıculas. El signo (+) es para fermiones (part´ıculas
con esp´ın semi-entero) y el signo (−) es para bosones (part´ıculas con esp´ın entero).
Suponiendo que µi y mi son despreciables en comparacio´n con la energ´ıa, se tiene,
fi(p) =
1
ep/T ± 1 , (1.52)
para los fotones, la ecuacio´n (1.52), es la distribucio´n de cuerpo negro. A partir de la
funcio´n de distribucio´n se obtiene la densidad nume´rica de part´ıculas ni, dada por:
ni =
gi
2pi2
∫ ∞
0
p2
ep/T ± 1dp =
ζ(3)gi
pi2
T 3 ×
{
1 bosones
3/4 fermiones
, (1.53)
con gi el nu´mero de estados del esp´ın y la funcio´n zeta de Riemann dada por ζ(3) =
1.202.... As´ı la densidad de energ´ıa para cada especie de part´ıculas es,
ρi =
gi
2pi2
∫ ∞
0
p3
ep/T ± 1dp =
pi2gi
30
T 4 ×
{
1 bosones
7/8 fermiones
, (1.54)
acorde con la expresio´n, la energ´ıa promedio por part´ıcula es del orden de kBT 
mic
2, por lo tanto las part´ıculas son relativistas. La densidad de energ´ıa total de
todas las part´ıculas con distribucio´n de cuerpo negro es,
ρ =
pi2
30
g∗(T )T 4, (1.55)
11Los diferentes campos de materia del Universo como radiacio´n, materia bario´nica, neutrinos y
materia oscura se comportan, despue´s de la superficie de u´ltima dispersio´n, como gases ideales.
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donde,
g∗(T ) =
∑
bosones
gi +
7
8
∑
fermiones
gi. (1.56)
Esta expresio´n nos describe la densidad total del Universo debido a fotones y/o fer-
miones relativistas, es u´til para calcular el factor de Hubble a trave´s de la ecuacio´n
(1.23).
Un para´metro cosmolo´gico importante es el nu´mero de bariones por foto´n en
el Universo temprano, usualmente denotado por η, y es que, para este taman˜o del
Universo, el nu´mero de part´ıculas de cada especie es enorme y no tiene sentido
hablar de cuantas part´ıculas de cada especie hab´ıa, sino cual es la proporcio´n entre
cada una de ellas. Se encuentra que la proporcio´n es [29],
η ≡ nB
nγ
≡ nbariones − nanti−bariones
nγ
≈ (6.1± 0.2)× 10−10, (1.57)
la ecuacio´n (1.57) muestra que el nu´mero de bariones es mucho menor que los fotones.
Debio´ existir una desigualdad entre los bariones y los antibariones o de lo contrario
jama´s se hubieran formado los a´tomos ni la estructura como la conocemos hoy en
d´ıa. Ya que η ha quedado constante en el tiempo, pues como el Universo se iba
expandiendo y la temperatura iba disminuyendo, las part´ıculas y antipart´ıculas ya
no interaccionan a trave´s de la creacio´n y destruccio´n de pares. As´ı que, lo que ahora
importa es la proporcio´n entre los bariones, es decir, entre los protones y neutrones.
Entonces, cuando la temperatura decae a unos pocos MeV, esta´n en equilibrio los
procesos de decaimiento de los protones y neutrones, al igual que el de los fotones,
y la proporcio´n queda determinada por,
nn
np
= exp
(
mp −mn
T
)
≈ exp
(
−1.5× 10
10K
T
)
, (1.58)
donde mn −mp = 1.3 MeV, la proporcio´n se congela en nn
np
≈ 1
6
ya que en ese mo-
mento las part´ıculas se sale del equilibrio12 dando lugar a formacio´n de los primeros
nu´cleos ato´micos de los elementos ligeros. La proporcio´n entre part´ıculas queda de-
terminada cuando el Universo es dominado por la radiacio´n, ver figura (1.6).
Despue´s de la barioge´nesis, el Universo siguio´ expandie´ndose y enfria´ndose hasta
cuando la temperatura era de T ≈ 3 × 104 K, con una energ´ıa de E ≈ 1 MeV
y una edad aproximada de t = 380, 000 an˜os, en ese momento la radiacio´n y la
materia igualaron sus densidades de energ´ıa. Al estudiar esta parte, tomando k = 0,
despreciando la constante cosmolo´gica, la ecuacio´n de Friedmann resulta ser:
H2 =
8piG
3
(ρm + ργ), (1.59)
12Debido al decaimiento del neutro´n hasta el tiempo en que la nucleosintesis comienza
nn
np
≈ 1
7
.
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Figura 1.6: Evolucio´n de la fraccio´n de masa para diferentes especies (protones, neutrones, nu´cleos
de helio y deuterio) durante la nucleos´ıntesis. La abundancia fraccional es Xa = na/(na + np),
donde a indica alguna especie. Tomado de [67].
donde ρm = ρb + ρmo, donde ρb es la densidad de energ´ıa de los bariones, ρmo
es la densidad de energ´ıa de la materia oscura y ργ es la densidad de energ´ıa de
la radiacio´n. Tomando en cuenta que ρm y ργ son iguales, la densidad cr´ıtica del
Universo sera´ ρeqc =
3H2eq
8piG
(eq → igualdad), por lo tanto, la ecuacio´n (1.59) resulta,
H2 =
1
2
H2eq (Ωm + Ωγ) , (1.60)
adema´s como ya se vio´
ρm
ρi
=
(ai
a
)3
para materia y
ργ
ρi
=
(ai
a
)4
para la radiacio´n
(i=inicial), al sustituir la densidad inicial como la densidad de equilibrio y colocando
el resultado en la ecuacio´n (1.60), resulta,
H2 =
1
2
H2eq
[(aeq
a
)3
+
(aeq
a
)4]
. (1.61)
El corrimiento al rojo para este momento es:
1 + zeq =
a0
aeq
=
(
a0
aeq
)4
(
a0
aeq
)3 = ΩγΩm ' 3.3× 103. (1.62)
Al considerar que 1 + z = λ0/λe = νe/ν0 = Ee/Eo, adema´s E = 3/2 kBT , se tiene,
Teq = To(1 + zeq) ' 6.2× 103 K. (1.63)
L ecuacio´n (1.63) representa la temperatura en el momento que ρm y ργ eran iguales,
con esto se puede ver que T ∝ 1/a.
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Durante algu´n tiempo despue´s de la equivalencia entre materia y radiacio´n, los
fotones interaccionan con los electrones (dispersio´n Thomson), como el Universo
continuaba enfria´ndose por debajo de la energ´ıa de ligadura de los a´tomos, los elec-
trones comenzaban a unirse con los nu´cleos de los elementos ma´s ligeros dando lugar
a los primeros a´tomos neutros. A este momento se le conoce como la e´poca de re-
combinacio´n. Las reacciones relevantes son e− + p  H + γ para el hidro´geno y
He2+ + e−  H+ + γ para el helio, aqu´ı (2+) indica que el nu´cleo del helio tiene
carga ele´ctrica igual a 2. La proporcio´n entre la densidad nume´rica de electrones y
protones se puede calcular a partir de la ecuacio´n de Saha [64, pa´g. 121], usando
aproximaciones anal´ıticas para su solucio´n uno encuentra,
χ ≡ ne(t)
np(t)
= 1.1× 108z−1e−14400/z. (1.64)
Si z es 1050, entonces, χ ≈ 0.11. La ecuacio´n (1.64) establece la proporcio´n entre
nu´mero de electrones y protones en la e´poca de la recombinacio´n.
El enfriamiento permite que la radiacio´n se desacople de la materia provocando
que la luz pueda viajar libremente por el espacio. Esto ocurre aproximadamente en
T ≈ 3× 103 K. A esta e´poca se le llama la e´poca de u´ltima dispersio´n. Dicha radia-
cio´n desacoplada es la famosa Radiacio´n del Fondo Co´smico de Microondas (RFCM,
o simplemente, RCF), ver figura (1.7). Una vez que la radiacio´n viaja libremente
Figura 1.7: Mapa de las fluctuaciones de temperatura de la RCF en diferentes regiones del cielo,
hecho por COBE entre los an˜os 1990 y 1992. Las regiones azules muestran una menor temperatura
con respecto a las zonas rojas. Tomado de [4].
comienza la e´poca en que el Universo es dominado por la materia.
La RCF fue predicha en ca´lculos publicados por G. Gamow en 1948, junto con
Ralph Alpher y Robert Herman. An˜os despue´s la RCF fue´ descubierta por Arno
Penzias y Robert Wilson en los laboratorios Bell, Nueva Jersey. El descubrimiento
fue muy curioso pues se les encomendo´ la tarea de calibrar una antena de microondas
usada para telecomunicaciones y astronomı´a, pero se encontraron con un inexplica-
ble ruido en la sen˜al distribuido uniformemente en el cielo que no pod´ıan quitar de
ninguna forma. Lo que no sab´ıan ellos es que Robert Dicke acababa de predecir un
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fondo de radiacio´n aniso´tropo de microondas para el Big Bang. Cuando Dicke se
entero´ del resultado de Penzias y Wilson llamo´ a los laboratorios Bell para aclarar
los resultados. Finalmente en 1978 Penzias y Wilson fueron galardonados con el
premio Nobel de F´ısica. Las primeras mediciones de la RCF se hicieron por medio
del sate´lite COBE (Cosmic Background Explorer) puesto en o´rbita en 1989. Des-
contada la correccio´n del movimiento del sistema Solar y nuestra galaxia, los datos
de los bolo´metros demuestran un Universo con pequen˜as anisotrop´ıas mostradas en
la figura (1.7) y los datos del espectro´metro demuestran que el remanente de la ra-
diacio´n tiene un espectro de cuerpo negro13, con una temperatura de T ∼ 3 K, ver
figura (1.8). De hecho es el espectro de cuerpo negro ma´s finamente medido en la
naturaleza.
Figura 1.8: Espectro de cuerpo negro de la RCF medido por COBE. Tomado de [2].
Cuando hab´ıan transcurrido 108 an˜os, a partir del Big Bang, se produjo la reio-
nizacio´n, que es el proceso en que el hidro´geno se ioniza de nuevo. Esto sucede ya
que la materia empieza a colapsar dando lugar a la formacio´n de las primeras estre-
llas, las cuales emiten radiacio´n ultravioleta que recalienta las nubes de hidro´geno
hasta ionizarlo. Con el paso del tiempo, con t > 109 an˜os, se comenzaron a formar
las galaxias y los cu´mulos de galaxias en la e´poca de la formacio´n de estructura,
ver figura (1.9). Al principio la densidad de energ´ıa oscura era mucho menor que la
densidad de materia, pero con la expansio´n la segunda disminuye segu´n la ecuacio´n
(1.29) y la primera permanece constante (en caso de constante cosmolo´gica), por lo
que eventualmente ambas densidades se igualaron, y de aqu´ı en adelante el Univer-
so es dominado por la energ´ıa oscura. Finalmente, gracias a la muerte de algunas
estrellas se origina el Sol y el sistema Solar, hoy a t ≈ 13.8 × 109 an˜os despue´s, en
la Tierra se contempla la vida biolo´gica. La pregunta de vida en otros exoplanetas
es un tema diferente y tambie´n muy importante.
13El cuerpo negro es un objeto que absorbe o emite radiacio´n con una eficiencia del 100 %. Si
este cuerpo negro se mantiene a una temperatura dada, a trave´s de un ban˜o constante de calor,
y se registra la intensidad de radiacio´n que emite en cada una de las frecuencias, se obtendra´ una
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Figura 1.9: Evolucio´n del Universo a trave´s del tiempo. Tomado de [9].
1.5. Modelo esta´ndar de Cosmolog´ıa
La disciplina de la Cosmolog´ıa debe estar bien cimentada bajo bases so´lidas de
conceptos f´ısicos y de algunos postulados. Se entiende como modelo esta´ndar de Cos-
molog´ıa o Cosmolog´ıa esta´ndar a los modelos cosmolo´gicos que satisfacen el principio
cosmolo´gico, la RG como teor´ıa correcta de gravedad, la estructura geome´trica de
fondo dada por la me´trica de FLRW y una dina´mica a partir de las ecuaciones de
Friedmann, ecuaciones (1.23-1.26).
Existen varios modelos propuestos, pero el ma´s aceptado, y el que se usara´ en
este trabajo, es el Modelo ΛCDM, que es considerado el Modelo esta´ndar de la Cos-
molog´ıa y esta´ basado justamente en la me´trica de FLRW. Este es el modelo ma´s
favorecido por las observaciones, ya sea de la RCF o de las supernovas tipo Ia, de las
que se hablara´ ma´s adelante. Para explicar la evolucio´n del Universo despue´s de la
nucleos´ıntesis, se necesitan dos componentes ma´s para el fluido co´smico: Se requiere
un tipo de materia no bario´nica denominada materia oscura fr´ıa (CDM por sus si-
glas en ingle´s, cold dark matter) con interaccio´n despreciable consigo misma y con
otras part´ıculas; tambie´n se necesita la densidad de energ´ıa oscura independiente del
tiempo, cuya presio´n es negativa y con un corrimiento al rojo z ∼ 1/2. Adema´s se
necesita de una perturbacio´n en la curvatura. El modelo ΛCDM, ma´s simple, toma
la interaccio´n de CDM completamente nula y toma la densidad de energ´ıa oscura
totalmente constante. Si se toma por sentado la temperatura medida con precisio´n
de la RCF, el modelo ΛCDM ma´s simple necesita, en principio, so´lo tres para´metros
curva espectral para esa temperatura, llamada espectro de la radiacio´n de cuerpo negro.
23
para describir el Universo no perturbado, as´ı que se toman el para´metro de Hubble
H, el para´metro de densidad de bariones Ωb y el para´metro de densidad de materia
total Ωm. Para describir las perturbaciones en la curvatura hacen falta dos para´me-
tros ma´s, los cuales deben describir la amplitud A del espectro inicial y el ı´ndice
espectral ns. Para el caso de la amplitud, se usa σ8 y se refiere a la amplitud del
espectro de potencias medido hoy en d´ıa a una distancia de 8 Mpc, ma´s adelante se
vera´ que es el espectro de potencias. El ı´ndice espectral ns se refiere a la condicio´n
inicial de las perturbaciones (de una funcio´n) y guarda una relacio´n con el espectro
de potencias dada por: P (k) = A(k)ns−1, donde A es una amplitud constante y
ns ∼ 0.96. Finalmente se necesita un sexto para´metro para especificar el efecto de la
reionizacio´n del medio co´smico. El para´metro adecuado es la profundidad o´ptica τ ,
tal que e−τ es la probabilidad de que un foto´n emitido antes de la reionizacio´n (pero
despue´s del desacople de los fotones) sea redispersado. Los tres u´ltimos para´metros
mencionados (σ8, ns, τ) pertenecen a las perturbaciones o a la f´ısica no lineal [29].
Con estas suposiciones, la evolucio´n del Universo en la Cosmolog´ıa esta´ndar
esta´ caracterizada por cuatro e´pocas importantes ya mencionadas; la e´poca de la
inflacio´n, de la radiacio´n, de materia y actualmente existe el dominio de la energ´ıa os-
cura. Hoy en d´ıa existen un conjunto de para´metros cosmolo´gicos con valores precisos
y margenes de error pequen˜os que conforman la llamada Cosmolog´ıa de precisio´n. El
modelo esta´ndar de Cosmolog´ıa se respalda a trave´s de estos para´metros, ver tabla
(1.1).
Para´metro Descripcio´n Valor (hoy)
Constante de Hubble H0 67.74± 0.74 kms·Mpc
Tasa de expansio´n adimensional h 0.6774± 0.0074
I´ndice espectral ns 0.9667± 0.0040
Edad del Universo t0 13.798± 0.037 Gyr
Temperatura de la RCF T0 2.718± 0.0021K
Para´metro de la densidad Ω 1± 0.0062
Densidad f´ısica de materia oscura h2Ωmo 0.1188± 0.0010
Densidad f´ısica bario´nica h2Ωb 0.02230± 0.00014
Densidad de energ´ıa oscura ΩΛ 0.6911± 0.0062
Densidad de materia Ωm 0.3089± 0.0062
Profundidad o´ptica τ 0.066± 0.012
Amplitud del espectro de potencias σ8 0.8159± 0.0086
Ecuacio´n de estado para la energ´ıa oscura ω −1.006± 0.045
Cuadro 1.1: Para´metros de la base del modelo ΛCDM. Ilustra la consistencia de los para´me-
tros determinados a partir de los espectros de la temperatura y la polarizacio´n a altos multipolos.
Tomado de [15]. La edad del Universo fue tomado de [14].
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1.6. Observaciones Cosmolo´gicas
Los modelos cosmolo´gicos, como todos los modelos estudiados por la F´ısica, de-
ben ser comprobados a trave´s de las observaciones. En el caso de la Cosmolog´ıa debe
ser confrontada con observaciones astrono´micas (como BAO y la RCF), las cuales
se clasifican en dos tipos, las observaciones sobre el cono nulo y las observaciones
del tipo geolo´gico. Las primeras nos muestra que sucede muy lejos de nosotros, es
decir, lo que paso´ hace mucho tiempo en el Universo (siempre se mira al pasado del
Universo). Las segundas, cuando son relacionadas, con teor´ıas acerca de los or´ıgenes,
las cuales dan informacio´n sobre nuestra l´ınea de mundo, es decir, el pasado de hace
mucho tiempo (por ejemplo, la determinacio´n local de los elementos esta´ relacionado
con las ca´lculos de la nucleos´ıntesis). En la actualidad las observaciones son llevadas
acabo por gran parte del espectro electromagne´tico, las lentes gravitacionales y las
mediciones de alta precisio´n de la RCF.
Las primeras mediciones de precisio´n de la RCF fueron hechas por el sate´lite
COBE, ver figura (1.7). E´ste demostro´ una importante caracter´ıstica de la RCF y
es el hecho de que es casi isotro´pica, es decir, que tiene la misma temperatura en
todas direcciones. Los modelos cosmolo´gicos predicen que la RCF debe´ tener ciertas
anisotrop´ıas para que puedan existir las galaxias y dema´s componentes del Universo.
Lo que sugiere es que en cierto momento, deber´ıan existir anisotrop´ıas en la e´poca de
u´ltima dispersio´n. Para poder detectar tales anisotrop´ıas, ver figura (1.7), el receptor
de e´stas debe estar fuera de las perturbaciones de la atmo´sfera terrestre y as´ı tener
mediciones ma´s exactas. Se comprobo´ que la luz proveniente es casi isotro´pica con
desviaciones de una parte en cien mil, δT
T
∼ 10−5, en diversas direcciones del espa-
cio. Con e´sto, COBE en 1989 (tuvo que ser enfriado a 1.5 K para tener una mejor
precisio´n) midio´ el espectro de la RCF encajando correctamente con la radiacio´n
de cuerpo negro, ver figura (1.8). As´ı se comprueban los modelos de perturbaciones
iniciales y el modelo del Big Bang caliente predichos por los modelos inflacionarios
en los an˜os 80 [10, 46, 44, 59].
Las medidas, a a´ngulos pequen˜os, de las anisotrop´ıas au´n eran necesarias, al
menos, a una escala menor a 1◦ en el cielo, para poder distinguir aquellas per-
turbaciones que dar´ıan lugar a la formacio´n de estructura. Dado que el sate´lite
COBE pose´ıa restricciones a a´ngulos menores de 7◦, se necesitaba de algu´n expe-
rimento que describiera las perturbaciones a a´ngulos pequen˜os. Dos experimentos
novedosos, con base en la Tierra, pudieron con tal desaf´ıo, a pesar de que deb´ıan
realizarse a grandes alturas para minimizar las perturbaciones atmosfe´ricas. El glo-
bo BOOMERANG (Ballon Observations of Millimetric Extragalactic Radiation and
Geophysics) realizo´ un vuelo sobre la Anta´rtida (los lugares fr´ıos son ideales pues la
delgada atmo´sfera fr´ıa y seca minimiza la perturbaciones atmosfe´ricas), en 1998. La
sensibilidad del instrumento permitio´ una medida en las fluctuaciones de la tempe-
ratura de la RCF sobre una amplia gama de escalas angulares. El otro experimento,
llamado MAXIMA (Millimetric Anisotropy Experiment Imaging Array), su sensibi-
lidad era mayor que la de BOOMERANG. MAXIMA exploro´ dos veces una regio´n
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del cielo para comparar mediciones y eliminar ruidos indeseables, una vez en 1998
y la otra al siguiente an˜o. Ambos experimentos tuvieron e´xito. Los experimentos
midieron las anisotrop´ıas en los fotones que hab´ıan estado oscilando desde que se
crearon los primeros elementos durante la nucleos´ıntesis hasta la superficie de u´ltima
dispersio´n. El Universo, compuesto por un plasma de iones de hidro´geno, electrones
y fotones, ten´ıa pequen˜as fluctuaciones que servir´ıan como semillas en la formacio´n
de estructura, tales fluctuaciones, con un patro´n oscilatorio, se ve como oscilaciones
acu´sticas en escalas angulares menores a 1◦. Las oscilaciones amplificar´ıan una cres-
ta o un valle en la longitud de onda de la RCF. Estos dos experimentos midieron
esos picos acu´sticos del espectro angular [59].
Un tercer experimento que superar´ıa las expectativas de sus predecesores, lan-
zado en 2001, pose´ıa una resolucio´n de 13 arco-minutos, 45 veces la sensibilidad
y 33 veces la resolucio´n angular del COBE este era el sate´lite WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe). WMAP pudo detectar diferencias de temperatura
del orden de 10−5 K. Las oscilaciones acu´sticas en el mapa de temperaturas que
tambie´n midio´ BOOMERANG y MAXIMA, los midio´ WMAP [59].
An˜os ma´s tarde el sate´lite Planck, puesto en o´rbita en 2009, con el propo´sito
de medir las anisotrop´ıas de la RCF, capturo´ datos por 4 an˜os, hasta que en 2013
publico´ sus primeros resultados mostrando el mejor mapa nunca antes visto de la
RCF, ver figura (1.10). Despue´s, en 2015, se publican las u´ltimas observaciones
Figura 1.10: Mapa de todo el cielo de la RCF. El mapa muestra diminutas fluctuaciones de
temperatura que corresponde a las regiones de densidades ligeramente diferentes; que representa
las semillas de toda futura estructura como las estrellas, galaxias y cu´mulos de galaxias de hoy.
Tomado de [4].
hechas por Planck, y bajo un ana´lisis detallado del espectro de potencias de la
temperatura y la polarizacio´n de la luz proveniente de la RCF, se encuentra que
son compatibles al modelo ΛCDM, con seis de los para´metros cosmolo´gicos ma´s
importantes y con un universo espacialmente plano, adema´s un espectro de ley de
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potencias de las perturbaciones escalares adiaba´ticas14, ver figura (1.11). Algunos
de los valores obtenido por Planck se ven en la tabla (1.1).
Figura 1.11: Espectro de potencias de la radiacio´n co´smica de fondo. DTTl = l(l + 1)Cl/2pi, l es
la escala angular. ∆DTTl es el error del mejor ajuste (l´ınea roja) con respecto a las mediciones.
Tomado de [15].
La constante de Hubble tambie´n se mide a trave´s de las supernovas, que son
las explosiones colosales de las estrellas. La explosio´n produce varias formas de ra-
diacio´n electromagne´tica que pueden ser detectadas a grandes distancias. Un tipo
de supernovas son las Ia, las cuales son pobres en hidro´geno y tienen un pico en
sus curvas de luz, es decir tiene una luminosidad ma´xima. Las explosiones se dan
en sistemas binarios compuestos de una gigante roja y una enana blanca. Al tener
menos masa la gigante roja, la enana blanca comienza a adquirir la masa de e´sta.
Los electrones en una enana blanca forman lo que se conoce como un gas degenerado
de electrones, la presio´n que ejerce este gas se debe al principio de exclusio´n de Pauli
y la relacio´n entre presio´n y densidad derivada de la estad´ıstica de Fermi-Dirac es
muy diferente al que se obtendr´ıa en el caso cla´sico. El equilibrio entre la presio´n
gravitacional y la presio´n de degeneracio´n del electro´n continua mientras la masa de
la enana blanca aumenta, sin embargo, se alcanza un l´ımite cuando la masa de la
14Donde se tiene que DTTl = l(l+1)Cl/2pi, l es la escala angular. Los armo´nicos esfe´ricos pueden
usarse para realizar la descomposicio´n de una funcio´n arbitraria que se encuentre sobre una esfera,
para e´ste caso, la esfera es el cielo y la funcio´n es el mapa de temperaturas en forma de serie
como:
∆T (θ, φ)
T
=
∑
l,m almYlm(θ, φ). El espectro de potencias viene dado por el cuadrado de
los coeficientes de los armo´nicos esfe´ricos alm en la forma: Cl =
1
2l + 1
∑
m a
2
lm, de modo que la
temperatura asociada a un valor determinado de Cl se puede deducir como
∆T
T
=
√
l(l + 1)Cl
2pi
.
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enana blanca tiene un valor cr´ıtico de 1.44 M15. A este valor se le conoce como el
l´ımite de Chandrasekhar. A partir de este punto la presio´n gravitacional excede la
presio´n de degeneracio´n y la fusio´n de los nu´cleos de carbono comienzan dentro de
la enana blanca [59]. Como su nu´cleo esta´ rodeada por capas en las que se realiza la
combustio´n de elementos ma´s ligeros haciendo que en algu´n momento ocurra la ex-
plosio´n. Una vez que se sabe en que momento ocurre la explosio´n, tambie´n se puede
saber la intensidad de radiacio´n electromagne´tica que se emite. Con e´sto, se puede
saber la distancia, cuanto ma´s lejos se encuentren el brillo que nos llega de ellas
es menor. Las observaciones de supernovas distantes poseen una longitud de onda
ma´s elongada, lo que es consistente con un modelo en expansio´n del Universo. De
aqu´ı proviene la primera evidencia experimental importante para la energ´ıa oscura.
La expansio´n se ve a trave´s del corrimiento al rojo, ya que, la longitud de onda de
la luz que llega de las supernovas se encuentra corrida hacia el rojo con un valor
mayor al valor esperado por el corrimiento debido a la expansio´n no acelerada, ver
figura (1.12).
Figura 1.12: La pendiente de la curva determina la constante de Hubble. Se muestra la necesidad
de una constante o funcio´n cosmolo´gica. Tomado de [6].
Otro concepto importante, relacionado con las observaciones, esta´ asociado a
la definicio´n de distancia, de hecho, existen varias maneras de medir distancias
en un Universo en expansio´n. Una manera, es a trave´s de la luminosidad de los
objetos estelares, para calcularla se hace lo siguiente. La distancia dL se conoce
como distancia luminosa, Ls es la luminosidad absoluta de alguna fuente y F es el
flujo de energ´ıa y las cantidades se relacionan como sigue,
d2L ≡
Ls
4piF
, (1.65)
es decir, el flujo medido disminuye con el cuadrado de la distancia. Para un Universo
en expansio´n Ls = L0(1 + z), donde L0 es la luminosidad observada, la luz viaja
15M = 1.99× 1033g, es la masa de nuestro Sol.
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a lo largo de la direccio´n x satisfaciendo la ecuacio´n de la geode´sica ds2 = −dt2 +
a2(t)dx2 = 0, la energ´ıa por unidad de a´rea y por unidad de tiempo observada es
entonces F = L0/ [4pi(a0x)
2], as´ı la ecuacio´n (1.65) para un Universo en expansio´n
es:
dL = a0x(1 + z), (1.66)
al tomar en cuenta que,
x =
∫ t0
t1
dt
a(t)
=
1
a0H0
∫ z
0
dz′
h(z′)
, (1.67)
donde h(z) = H(z)/H0, adema´s la ecuacio´n de Friedmann (1.23) se puede escribir
de la siguiente manera,
H2(z) = H20
∑
i
Ωi(1 + z)
3(1+ωi), (1.68)
sustituyendo en la ecuacio´n (1.66), la distancia lumı´nica, en geometr´ıa plana, esta
dada por:
dL =
1 + z
H0
∫ z
0
dz′√∑
i Ωi(1 + z)
3(1+ωi)
. (1.69)
No´tese que para valores pequen˜os de z se tiene dL ∼ z/H0 que es de hecho la
ley de Hubble. La distancia lumı´nica, para dos componentes del fluido co´smico no
relativista, que cumple con Ωm + ΩΛ = 1, se muestra la gra´fica en la figura (1.13).
Figura 1.13: Distancia lumı´nica dL en unidades de H−10 para dos componentes de un Universo
plano y con un fluido no relativista (ωm = 0) y constante cosmolo´gica (ω = −1). En la figura se
aprecia como H0dL cambia para los diferentes valores de ΩΛ. El ma´s pro´ximo a las observaciones
es (c). Tomado de [28].
La evidencia directa de la aceleracio´n actual del universo se relaciona con la ob-
servacio´n de las distancias de luminosidad de las supernovas con alto desplazamiento
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al rojo. La magnitud aparente m de alguna fuente con una magnitud absoluta M
esta´ relacionada con la distancia luminosa a trave´s de la relacio´n16:
m−M = 5 log10
(
dL
Mpc
)
+ 25. (1.70)
Debido a la expansio´n del Universo, la frecuencia de la luz recibida es corrida al
rojo por la accio´n de que la distancia a la supernova se encuentra en expansio´n. As´ı,
z ∼ 0 corresponde a las objetos pro´ximos o que han experimentado menos expan-
sio´n, mientras que a una z ma´s grande, corresponde a objetos ma´s lejanos o con una
mayor expansio´n. De las mediciones de supernovas, ver figura (1.12), quedo´ claro
tambie´n que se necesita materia y energ´ıa oscura en las proporciones mencionadas
en la tabla (1.1).
En el presente trabajo se vera´ que si no existe materia y energ´ıa oscura, se explica
este feno´meno a trave´s de los modelos de gravedad modificada, donde la ΩΛ ahora
sera´ una ΩGM , es decir, una Ω de gravedad modificada. Esto no es tarea fa´cil, puesto
que, cualquier modelo de gravedad modificada debe explicar la expansio´n repentina
del Universo y ma´s au´n que esta expansio´n sea acelerada. Actualmente existe un
esfuerzo muy grande para probar que RG es la teor´ıa correcta de la gravedad.
16La magnitud aparente m se refiere al brillo observado de alguna estrella as´ı que e´sta depende
del instrumento con el que se mida. La magnitud absoluta M se refiere al brillo intr´ınseco de una
estrella y se define como la magnitud aparente a una distancia de 10 parsecs de la estrella.
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Cap´ıtulo 2
Perturbaciones cosmolo´gicas
2.1. Formacio´n de estructura
El estudio de la Cosmolog´ıa se puede ver en tres partes, la Cosmolog´ıa real
(observacional), la Cosmolog´ıa perturbada y la Cosmolog´ıa no perturbada. En el
cap´ıtulo anterior se estudio´ la Cosmolog´ıa no perturbada. El problema que presenta
una Cosmolog´ıa no perturbada es que si el Universo es homoge´neo e isotro´pico,
permanecera´ homoge´neo e isotro´pico todo el tiempo cuando evoluciona a trave´s
de la me´trica de FLRW, y entonces, nunca se podra´ formar la estructura que se
observa hoy en d´ıa. As´ı que, es necesario que al comienzo del Universo existan
pequen˜as inhomogeneidades de la densidad de energ´ıa. El estudio de la formacio´n
de estructura se encarga de dar una interpretacio´n a la generacio´n y la evolucio´n de
estas inhomogeneidades. Las fluctuaciones primordiales se amplificaron debido a la
expansio´n del Universo y despue´s su inestabilidad gravitacional hizo que se formara
la estructura a gran escala. El problema de la formacio´n de estructura se puede
dividir en dos partes:
la generacio´n de las inhomogeneidades primordiales,
el crecimiento debido a la evolucio´n de esas inhomogeneidades en la estructura
que se observa.
En este trabajo so´lo se tomara´ la evolucio´n de las inhomogeneidades. El tema de la
generacio´n se trata en el modelo esta´ndar de Cosmolog´ıa con la inflacio´n, pero no
es tema del presente trabajo.
Una suposicio´n fundamental en la Cosmolog´ıa moderna es que; muy temprano
en la historia, el Universo fue casi perfectamente homoge´neo, las estrellas, galaxias,
cu´mulos y supercu´mulos se formaron por el crecimiento de las inestables fluctuacio-
nes gravitacionales en la densidad ρ(x) de la materia bario´nica y no bario´nica.
Par empezar con el estudio de la formacio´n de estructura, lo primero es consi-
derar una esfera de radio R (de escala cosmolo´gica) con una densidad de materia
promedio ρ0 dentro de e´sta, en algu´n instante dado, en regiones pequen˜as existe una
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perturbacio´n o´ sobredensidad de materia δρ(x), tal que, la densidad en cada punto
es ρ(x) = ρ0 + δρ(x). As´ı que, conviene trabajar con la densidad de contraste δ(x)
porque da una medida de como van creciendo las sobredensidades en cada regio´n de
la esfera. La densidad de contraste se define como:
δ(x) =
δρ(x)
ρ0
=
ρ(x)− ρ0
ρ0
, (2.1)
se debe asumir que x es una coordenada como´vil, adema´s, en el re´gimen lineal
|δ|  1. En el Universo real, δ tiene un valor bien definido en cada posicio´n x,
siguiendo un patro´n estad´ısticamente homoge´neo, sin depender de la ubicacio´n de
su centroide. Se debe pensar que δ(x) es una variable aleatoria, y se dice que la
funcio´n δ define un campo aleatorio. Entonces, se debe remplazar el concepto de un
Universo homoge´neo por el de Universo estad´ısticamente homoge´neo. Si la funcio´n
δ es continua, los valores (aleatorios) que toma en dos puntos cercanos x′ y x′ + x
deben estar correlacionados. El grado en que δ(x′) y δ(x′ + x) son mutuamente
dependientes uno del otro esta´ cuantificado por la funcio´n de correlacio´n dada
por,
ξ(x) = 〈δ(x′)δ(x′ + x)〉 , (2.2)
donde 〈〉 indican promedios espaciales. Para el Universo, la funcio´n de correlacio´n,
de dos puntos, cuantifica la probabilidad de encontrar una galaxia a una distancia
x, dado que ya hay una galaxia, ver figura (2.1).
Figura 2.1: La funcio´n de correlacio´n para las fluctuaciones de materia a distintos z en coorde-
nadas como´viles. En la figura se observa un pico en la funcio´n de correlacio´n, lo que significa que,
a una distancia de 110 Mpc/h es ma´s probable encontrar una galaxia. Ma´s adelante se vera´ que
esta distancia debe ser alrededor de 150 Mpc/h. Tomado de [73].
Si el Universo es estad´ısticamente homoge´neo, la funcio´n de correlacio´n no puede
depender de la direccio´n del desplazamiento x, pero si de su magnitud x = |x|,
entonces la funcio´n de correlacio´n tiene la siguiente forma,
ξ(x) = 〈δ(x′)δ(x′ + x)〉 = 1
V
∫
d3x′δ(x′)δ(x′ + x). (2.3)
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Al tomar un volumen muy largo pero finito, V , al cual se la aplican condiciones
perio´dicas, implicara´ que las sobredensidades sean perio´dicas y se expandan como
una serie de Fourier,
δ(x) =
1
V
∑
k
δke
ik·x donde δk =
∫
V
d3xδ(x)e−ik·x, (2.4)
adema´s, se tiene que k = 2pin/V
1
3 , con n = (n1, n2, n3), una suma triple que se
realiza sobre todo n. Notar que δ0 = 0 porque δ(x) tiene media cero por definicio´n,
adema´s, si δ(x) es real, entonces cumple que δ−k = δ∗k. Cuando se sustituye la
expansio´n de Fourier (2.4) dentro de la ecuacio´n (2.2) se obtiene,
ξ(x) =
1
V 2
∑
k′k
〈δk′δk〉 ei(k′+k)·x′eik·x, (2.5)
el lado derecho no puede depender de x′, pues se requiere ξ(x) y no ξ(x′), al tomar
〈δk′δk〉 = 0 si k′ 6= −k,
ξ(x) =
1
V 2
∑
k
〈δ−kδk〉 eik·x = 1
V 2
∑
k
〈|δk|2〉 eik·x ≡ 1
V
∑
k
P (k)eik·x, (2.6)
donde P (k) = 〈|δk|2〉 /V es el espectro de potencias del campo aleatorio1, ver
figura (2.2).
Figura 2.2: El espectro de potencias para las fluctuaciones de materia en la Cosmolog´ıa de
WMAP7 para varios corrimientos al rojo. En el espacio de Fourier las sobredensidades se ob-
servan como pequen˜as oscilaciones. Tomado de [73].
1El te´rmino espectro de potencias se origino´ a partir del campo de la ingenier´ıa ele´ctrica, donde
e´sto se refiere a la potencia por unidad de frecuencia de alguna sen˜al variable en el tiempo. En
f´ısica, la sen˜al puede ser algu´n tipo de onda. En Cosmolog´ıa P (k) cuantifica la escala-dependiente
de la densidad de perturbacio´n, en te´rminos de una superposicio´n de ondas con nu´mero de onda
k = 2pi/λ, con λ siendo la longitud de onda.
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Por lo tanto, el espectro de potencias es la transformada de Fourier de la funcio´n
de correlacio´n, as´ı que, tambie´n debe cumplir con la condicio´n de isotrop´ıa, por lo
tanto, k = |k|. Los coeficientes de Fourier, δk, son nu´meros complejos, donde la
amplitud real define un espectro de potencias, el factor de fase compleja juega un
rol en la determinacio´n de la forma de una fluctuacio´n. Se define la varianza de la
densidad de contraste, relacionado con el espectro de potencias como:
σ2 = 〈δ2(x)〉 = ξ(0) = 1
V
∑
k
P (k). (2.7)
La densidad de contraste δ(x) sigue un campo aleatorio Gaussiano, pues cumple
con la condicio´n δ−k = δ∗k, las variables aleatorias independientes son las δk, as´ı la
ecuacio´n (2.4) se reescribe de la siguiente forma,
δ(x) =
1
V
∑
k
′ (
δke
ik·x + δ−ke−ik·x
)
, (2.8)
donde
∑′ es la suma u´nicamente de la mitad del espacio k. En un campo gaussiano,
cada te´rmino
[
δke
ik·x + δ−ke−ik·x
]
es una variable aleatoria, real e independiente.
Acorde con el teorema del l´ımite central [20, pa´g. 783], la suma de un nu´mero
grande de variables aleatorias e independientes tiene una distribucio´n gaussiana, es
decir, la probabilidad de que δ(x) se encuentre en un pequen˜o intervalo (δ, δ + dδ)
es:
dp =
1√
2piσ2
e
−
(
δ2
2σ2
)
dδ, (2.9)
donde la varianza σ2 es independiente de la posicio´n. Cualquier cantidad que es
funcio´n lineal de valores tomados por la densidad de contraste en varias posiciones,
tambie´n tendra´ una distribucio´n gaussiana. Por ejemplo, el gradiente del campo de
la densidad de contraste es ∇δ = iV −1∑k δkkeik·x y por el teorema del l´ımite cen-
tral se muestra que su distribucio´n es gaussiana.
Si se generaliza la ecuacio´n (2.9) para todo el conjunto de varios sitios localizados
en la distribucio´n de la densidad de contraste, haciendo una extensio´n de la ecua-
cio´n (2.8), se puede encontrar la distribucio´n de probabilidad para todo el conjunto
δ1 · · · δD dado por:
dp =
dδ1 · · · dδD
(2pi)D/2|C|1/2 exp
(
−1
2
D∑
i,j=1
δiC
−1
ij δj
)
, (2.10)
donde C−1 es la inversa de la matriz C definida de la forma siguiente,
Cij = 〈δ(xi)δ(xj)〉 = ξ(|xi − xj|). (2.11)
La matriz C se llama matriz de covarianza y esta´ determinada por la funcio´n de
correlacio´n ξ(x), que a su vez esta´ determinada por el espectro de potencias P (k) a
trave´s de la ecuacio´n (2.6), es decir, todas las propiedades estad´ısticas de un campo
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aleatorio gaussiano son determinados por su espectro de potencias [59].
Una de las predicciones ma´s potentes del modelo ΛCDM es la deteccio´n de las
Oscilaciones Acu´sticas de Bariones (BAO, por sus siglas en ingle´s, barionic acoustic
oscillations) en la distribucio´n de galaxias. Despue´s de la inflacio´n, la materia ba-
rio´nica esta´ totalmente ionizada y acoplada a la radiacio´n, formando un plasma que
es atra´ıdo a los potenciales gravitatorios creados por las sobredensidades de mate-
ria oscura. Al mismo tiempo, la presio´n de radiacio´n tiende a dispersar los bariones.
Este proceso de atraccio´n y repulsio´n forma ondas acu´sticas en el plasma. En el Uni-
verso en expansio´n, estas ondas se propagan hasta el momento del desacople entre
la materia bario´nica y la radiacio´n. En el momento del desacople, las ondas sonoras
que se propagan en el plasma se congelan a una distancia dada por el horizonte
acu´stico. Para coordenadas como´viles, este horizonte se expresa como [53],
rs(zdc) =
c√
3
∫ 1/(1+zdc)
0
da
a2H(a)
√
1 + (3Ωb/4Ωγ)a
= 147 Mpc, (2.12)
donde zdc es el corrimiento al rojo en el momento del desacople. Esta escala se puede
utilizar como una regla esta´ndar, ya que su taman˜o aparente esta´ u´nicamente afec-
tado por la expansio´n del Universo. En el espacio de Fourier las BAO se observan
como oscilaciones en el espectro de potencias, ver figura (2.2). En el espacio real las
BAO se observan como una sobredensidad de la escala caracter´ıstica rs, ver figura
(2.1). Estas oscilaciones corresponden a las oscilaciones en los valores de la tempera-
tura medidos por Planck, ver figura (1.11). Tras el desacople, la densidad media de
cada tipo de materia-energ´ıa evoluciona segu´n su ecuacio´n de estado. Mientras, las
fluctuaciones de materia existentes crecera´n por inestabilidad gravitatoria, formando
estructuras cada vez ma´s compactas. En la figura (2.3) se muestra como evoluciona
una sobredensidad que contiene materia oscura, gas (bariones), fotones y neutrinos,
desde el Universo primigenio, hasta un corrimiento al rojo de z = 10.
A pequen˜as escalas, cuando la densidad es suficientemente alta, las sobredensida-
des colapsara´n para formar estructura (galaxias y cu´mulos de galaxias) constituidas
tanto por materia oscura como por materia bario´nica. A grandes escalas, la evolucio´n
de las fluctuaciones esta´ bien descrita por la teor´ıa lineal de perturbaciones de la
que se hablara´ ma´s adelante. Las condiciones iniciales esta´n definidas por el espectro
primordial de inflacio´n. Debido a la expansio´n, el taman˜o aparente de rs impreso
en la distribucio´n de materia, ira´ creciendo con el tiempo (en unidades como´viles
esta escala se mantiene constante) y se podra´ utilizar para medir la geometr´ıa del
Universo [73].
Las BAO se manifiestan en la distribucio´n espacial de galaxias como un exceso
de materia a una escala como´vil rs, lo que significa que desde cualquier galaxia,
en cualquier direccio´n, hay una probabilidad mayor de encontrar otra galaxia a esa
distancia, que a la distancia que habr´ıa si no se hubiese producido la onda acu´stica.
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Figura 2.3: Se muestra la evolucio´n de una sobredensidad en funcio´n del corrimiento al rojo para
materia oscura [negro], bariones [azul], radiacio´n [rojo] y neutinos [verde]. Despue´s del desacople,
entre el segundo y el tercer panel, la materia bario´nica empieza a caer hacia la materia oscura, que
formaba los potenciales gravitatorios originales. Tomado de [37].
2.1.1. Teor´ıa de Perturbaciones
El crecimiento de las perturbaciones, que dan origen a las galaxias, esta´ dado por
la evolucio´n de δ y se cuantifica por su espectro de potencias. Por ende, hace falta
encontrar la ecuacio´n diferencial que determine su crecimiento. Para un Universo
perturbado, se necesita especificar la contribucio´n de las perturbaciones del potencial
gravitacional φ(x), la densidad de energ´ıa ρ(x), la velocidad del fluido co´smico u(x)
y la presio´n de e´ste, P (x).
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Por lo tanto, para un instante dado,
φ(x) = φ0(x) + Φ(x), (2.13)
u(x) = Hr + v(x), (2.14)
ρ(x) = ρ0 + δρ(x) = ρ0[1 + δ(x)], (2.15)
P (x) = P0 + δP (x), (2.16)
con φ0(x) = −GM/ax = (4piG/3)(ax)2ρ0, debido a las perturbaciones Φ(x) es el
potencial gravitacional peculiar, v(x) es la llamada velocidad peculiar. Las pertur-
baciones δρ, δP y v sera´n tratadas a primer orden. Al tomar la ecuacio´n de Poisson
y las ecuaciones hidrodina´micas para la descripcio´n del fluido, es decir,
∇2φ = 4piGρ(x) Poisson, (2.17)
dρ(x)
dt
= −(∇ · u)ρ(x) Continuidad, (2.18)
du
dt
= −1
ρ
∇P −∇φ Euler, (2.19)
donde d/dt = ∂/∂t+u ·∇, y al sustituir las ecuaciones (2.13), (2.14), (2.15) y (2.16)
dentro de las ecuaciones hidrodina´micas; en el espacio de Fourier, las perturbaciones
a primer orden de estas ecuaciones toman la forma2:
−k
2
a2
Φk = 4piGρδk Poisson, (2.20)
aδ˙k = −ik · v Continuidad, (2.21)
av˙ + aHvk + ikΦk = −ikδPk
ρ
Euler. (2.22)
Ahora bien, la velocidad peculiar se puede reescribir como la suma vectorial de una
parte que es paralela al vector k y otra que es perpendicular a e´ste, de la siguiente
manera,
vk = v
‖
k + v
⊥
k . (2.23)
La parte escalar puede escribirse como v
‖
k = −ikˆVk, donde |Vk| es la magnitud de
v
‖
k, adema´s, k · v⊥k = 0. Al insertar la ecuacio´n (2.23) en la ecuacio´n (2.21) y (2.22)
se obtiene para la parte perpendicular,
av˙⊥ + aHv⊥ = 0, (2.24)
la solucio´n de la ecuacio´n (2.24) decae como 1/a, que corresponde a la conservacio´n
del momento angular del elemento de fluido. Para la parte paralela se obtienen las
2∇ =
(
∂
∂(ax1)
,
∂
∂(ax2)
,
∂
∂(ax3)
)
.
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siguientes ecuaciones,
−k
2
a2
Φk = 4piGρδk =
3
2
H2Ωm(t)δk Poisson. (2.25)
δ˙k +
k
a
Vk = 0 Continuidad, (2.26)
V˙k +HVk − k
a
Φk =
k
a
δPk
ρ
Euler, (2.27)
De e´stas u´ltimas ecuaciones la evolucio´n de δ queda determinada por la ecuacio´n
diferencial,
δ¨k + 2Hδ˙k − 3
2
H2Ωm(t)δk = −k
2
a2
δPk
ρ
, (2.28)
si se busca la evolucio´n de δ para la materia bario´nica, se tendra´,
δ¨b + 2Hδ˙b +
(
k2
a2
c2s −
3
2
H2
)
δb = 0, (2.29)
donde c2s ≡ δPb/δρb = 4piGρb · (a/kJ)2, es la velocidad del sonido dentro del fluido
co´smico y kJ es el nu´mero de onda de Jeans [29]. Durante la e´poca de dominacio´n de
la mater´ıa (polvo), ver ecuaciones (1.29) y (1.30), la solucio´n general a la ecuacio´n
(2.28) cuando se considera que δP (k) = 0, es de la forma, δ(x, t) = A(x)D+(t) +
B(x)D−(t), que tiene una parte creciente que va como D+(t) ∝ t2/3 y una solucio´n
de decaimiento dada por D−(t) ∝ t−1, despue´s de algu´n tiempo la parte creciente
domina y se forma la estructura de galaxias y cu´mulos de galaxias [20, 29].
2.2. Distorsiones de Corrimiento al Rojo
Como se vio en la seccio´n anterior, BAO es una buena regla esta´ndar, puesto
que, desde el desacople, la escala acu´stica so´lo ha cambiado debido a la expansio´n
del Universo, entonces, se puede determinar el para´metro de Hubble. Para las BAO,
se puede medir la escala acu´stica tanto en la direccio´n transversal (espacio angular)
como en la direccio´n radial (espacio de z), que es la direccio´n de la l´ınea de visio´n,
ver figura (2.4). En la direccio´n transversal, el a´ngulo subtendido por una regla
esta´ndar, esta´ relacionado con su taman˜o transverso por la ecuacio´n ∆θ = s⊥/dA
(para a´ngulos pequen˜os sin θ ≈ θ), donde s⊥ es el taman˜o transversal de la fuente y
dA es la distancia diametral angular. Si se conoce el taman˜o intr´ınseco de la fuente, se
dice que es una regla esta´ndar, como ocurre con las BAO. Para tal caso, la distancia
diametral angular de las BAO, que esta´ relacionada con los para´metros cosmolo´gicos
a trave´s de la integral del para´metro de Hubble, en un universo plano, se calcula
como:
dA =
c
1 + z
∫ z
0
dz′
H(z′)
. (2.30)
Para medir la escala de BAO en la direccio´n radial, se miden intervalos de corri-
miento al rojo entre pares de galaxias en la l´ınea de visio´n y se obtiene la funcio´n
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Figura 2.4: Se muestra el me´todo de la regla esta´ndar y co´mo su taman˜o esta´ relacionado con los
para´metros cosmolo´gicos. El taman˜o transverso de la fuente es s⊥ = dA(z) · θ, donde la distancia
diametral angular es la hipotenusa (que crece conforme al para´metro de escala a(t)) del tria´ngulo
que se forma entre la distancia del punto de observacio´n al centro de la fuente y s⊥/2, es valido
so´lo para a´ngulos pequen˜os. Tomado de [73].
de correlacio´n en la direccio´n radial. El intervalo ∆z asociado con la distancia del
objeto en la direccio´n radial s‖, en la funcio´n de correlacio´n en z, esta´ relacionado
con el para´metro de Hubble directamente por la ecuacio´n H(z) = c∆z/s‖(z). El
taman˜o de las BAO en la direccio´n transversal y en la direccio´n radial son iguales
dada la isotrop´ıa del Universo, pero debido a que el corrimiento al rojo es una me-
dida de la velocidad, donde se incluyen las velocidades peculiares de las galaxias, se
produce una distorsio´n de la escala BAO en la l´ınea de visio´n. A este efecto se le
llama distorsiones en el espacio de corrimiento al rojo (RSD, por sus siglas
en ingle´s, redshift space distortions). Los efectos de las RSD tambie´n afectan a la
distancia transversal, pero so´lo se observa el efecto en la direccio´n radial que es la
l´ıneal de visio´n.
Partiendo de la ley de Hubble, la velocidad de recesio´n, v = cz, de las galaxias
es proporcional a su distancia real (c es la velocidad de la luz), ver ecuacio´n (1.19).
La velocidad de recesio´n de las galaxias se mide a partir de su corrimiento al rojo de
su espectro (z), de manera mucho ma´s fa´cil y precisa que su distancia real. La ley
de Hubble no es perfecta, pues no incluye las velocidades peculiares de las galaxias.
Por lo tanto, es necesario, en general, distinguir entre la distancia de corrimiento al
rojo de una galaxia (convenientemente expresada en unidades de velocidad)
s ≡ cz, (2.31)
y su distancia real r (tambie´n expresada en unidades de velocidad)3
r ≡ H0d. (2.32)
3En la ecuacio´n (1.19) se tiene a r como la distancia real y a v como la velocidad de la galaxia.
Para este caso la distancia sera´ d y la velocidad r.
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La distancia de corrimiento al rojo s de una galaxia difiere de la distancia real r por
su velocidad peculiar v ≡ rˆ · v a lo largo de la l´ınea de visio´n :
s = r + v. (2.33)
La velocidad s es la velocidad verdadera que tienen las galaxias, pues incluye la
expansio´n del Universo y la velocidad peculiar de e´stas. La velocidad peculiar de
las galaxias causa su aparente desplazamiento a lo largo de la l´ınea de visio´n en
el espacio de corrimiento al rojo. Estos desplazamientos conducen a distorsiones de
corrimiento al rojo en las fluctuaciones de densidad, debido a los movimientos de las
galaxias dentro de los cu´mulos en el espacio de corrimiento al rojo. Las estructuras
que se ven en la distribucio´n a gran escala sera´n ma´s densas y los vac´ıos mayores, con
un efecto de compresio´n en la funcio´n de correlacio´n en la l´ınea de visio´n, conocido
como efecto Kaiser [52]. A pequen˜as escalas, las velocidades aleatorias dentro de los
cu´mulos de galaxias producen una elongacio´n radial de la distribucio´n de galaxias,
apuntando al observador. Este efecto recibe el nombre de Dedos de Dios (FOG, por
sus siglas en ingle´s, Finger-Of-God)4. La distorsio´n complica la interpretacio´n de
los mapas del corrimiento al rojo, pero tienen la ventaja de llevar informacio´n de
la dina´mica de las galaxias. En particular, la amplitud de las distorsiones a grandes
escalas produce una medida del para´metro lineal de distorsio´n de corrimiento al
rojo β, que esta´ relacionada con la densidad Ω0 por β = f(Ω0)/b ≈ Ω0.550 /b, donde
b sera´ especificado ma´s adelante.
La figura (2.5), ilustra como una sobredensidad esfe´rica aparece distorsionada
por la velocidad peculiar a lo largo de la l´ınea de visio´n cuando es observado en el
espacio de corrimiento al rojo.
La pertubacio´n inicial de la sobredensidad esfe´rica, aqu´ı, se toma como una ley
de potencias con radio, δ ∝ r−1, ubicado en un Universo en expansio´n con densidad
media cr´ıtica, Ω = 1. El colapso gravitacional en ca´ıda libre de la sobredensidad
esfe´rica sin presio´n, puede ser calculada anal´ıticamente. Entonces, la densidad de
puntos en la figura (2.5) indica la densidad de galaxias colapsando en la sobreden-
sidad, como se observa en el espacio de corrimiento al rojo.
En la figura (2.6), se muestra como las velocidades peculiares producen el patro´n
ilustrado en la figura (2.5). A gran escala, la propia ca´ıda hacia la sobredensidad hace
que aparezca aplastada a lo largo de la l´ınea de visio´n. El aplastamiento incrementa
a escalas ma´s pequen˜as, hacia abajo, hasta el punto de cambio de tendencia, donde
la velocidad peculiar cancela exactamente la expansio´n de Hubble. De igual manera,
las capas que han dado la vuelta y esta´n colapsando en el espacio real aparecen al
reve´s en el espacio de corrimiento al rojo, ver figura 2.5.
Una vez conocido esto, se puede hacer una teor´ıa lineal de las distorsiones de
corrimiento al rojo. Dicha teor´ıa fue aclarada en gran medida por un art´ıculo funda-
4El te´rmino fue acun˜ado en el simposio de la UAI (International Astronomical Union) en Tallin
por Tully y Fisher (1978), ver [82]; el efecto en s´ı se observo´ primero por Jackson (1972), ver [51].
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Figura 2.5: Una sobredensidad esferica aparce distorsionada por las velocidades peculiares cuando
es observado en el espacio del corrimiento al rojo. A gran escala (lineal) la sobredensidad aprarece
aplastada a lo largo de la l´ınea de visio´n, mientras que, a escalas pequen˜as (no lineal) aparecen
los Dedos de Dios. A la izquierda, la sobredensidad esta´ lejos del observador (que esta´ mirando
haceia arriba desde algu´n punto por debajo del fondo de la figura), y las distorsiones parecen ser
planos paralelos. A la derecha, la sobredensidad esta´ cerca del observador (punto grande), y las
distorsiones a gran escala aparecen en forma de rin˜on, mientras que los Dedos de Dios, se afilan
en los extremos que apuntan al observador. Tomado de [45].
mental hecho por Kaiser en 1987 [52]. En el art´ıculo se muestra como el para´metro
β, que es una cantidad realmente medible a partir de las distorsiones de corrimiento
al rojo, tiene significado el cual se vera´ ma´s adelante. De igual manera se muestra
como, a partir de las distorsiones de corrimiento al rojo, se puede medir el para´metro
de densidad Ω0.
F´ısicamente, para hacer crecer una regio´n sobredensa, las galaxias tienen que
moverse, en general, en la direccio´n del colapso de la sobredensidad. Ma´s precisa-
mente, el valor de β que es medible en el re´gimen lineal, es el valor que resuelve la
ecuacio´n de continuidad linealizada [45], ver ecuacio´n (2.26),
βδ +∇ · v = 0. (2.34)
Segu´n lo predicho por la teor´ıa gravitacional del crecimiento de estructura, el campo
de velocidades peculiares es irrotacional (no tiene vorticidad).
Es conveniente trabajar en un sistema de coordenadas como´vil, el cual crece con
la expansio´n de Hubble, en el Universo. As´ı que, la velocidad peculiar v apropiada
de una galaxia, es su velocidad en el marco como´vil, dada por:
v ≡ adr
H0a0dt
=
dr
dτ
, (2.35)
donde t es el tiempo propio, τ es el tiempo conforme sin dimensiones definido por
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Figura 2.6: Los puntos son galaxias experimentando una ca´ıda hacia una sobredensidad esfe´rica,
las flechas representan las velocidades peculiares. A gran escala, las velocidades peculiares de una
capa cayendo es menor comparado con su radio y la capa aparece aplastada. A escalas ma´s pequen˜as
(cerca del centro), no so´lo es el radio de una capa ma´s pequen˜a, sino que tambie´n su velocidad
peculiar es ma´s grande pero ya no es debido al colapso gravitacional sino al movimiento alredor de
su centro. Tomado de [45].
dτ ≡ H0a0dt/a5.
Las ecuaciones de continuidad, Euler y Poisson, para materia oscura fr´ıa (sin
presio´n) en un Universo de FLRW perturbado son [75]:
∂δmo
∂τ
+∇ · (1 + δmo)vmo = 0, (2.36)
∂avmo
adτ
+ vmo · ∇vmo = −∇φ, (2.37)
∇2φ = 4piGρmoa
2δmo
H20a
2
0
=
3ΩmoH
2a2δmo
2H20a
2
0
, (2.38)
donde ∇ ≡ ∂/∂r es el gradiente como´vil y ρmo ∝ a−3 es la densidad de materia
oscura. En el re´gimen lineal, donde |δmo|  1, las ecuaciones de continuidad y de
5Una de las ventajas de trabajar con el tiempo conforme es que los objetos (por ejemplo los
fotones) que se mueven a la velocidad de la luz c tienen velocidades peculiares
dr
dτ
= c en todo
momento [45].
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Euler se reducen a,
∂δmo
dτ
+∇ · vmo = 0, (2.39)
∂avmo
adτ
= −∇φ. (2.40)
Si se descompone a la velocidad peculiar (como siempre se puede hacer) en su parte
escalar y transversal (vectorial),
vmo = v
‖
mo + v
⊥
mo, (2.41)
en el que la parte longitudinal, v
‖
mo = ∇ψ, es el gradiente de algu´n potencial escalar
ψ, mientras que la parte transversal, v⊥mo = ∇×A, es el rotacional de algu´n potencial
vectorial A, entonces, la ecuacio´n linealizada de Euler (2.40) vendra´ dada por,
∂av
‖
mo
adτ
= −∇φ, ∂av
⊥
mo
adτ
= 0. (2.42)
La segunda ecuacio´n en (2.42), muestra que la parte transversal de la velocidad
peculiar decae como v⊥mo ∝ a−1, conforme el Universo se expande. Si la gravedad
es la u´nica que actu´a, entonces la velocidad peculiar en el re´gimen lineal debe ser
puramente longitudinal.
Cuando las ecuaciones linealizadas de continuidad (2.39), Euler (2.40) y Poisson
(2.38) son combinadas, el resultado es una ecuacio´n diferencial de segundo orden
para la densidad relativa, de la siguiente forma,
δ¨mo +Hδ˙mo − 3ΩmoH
2a2
2H20a20
δmo = 0, (2.43)
donde el punto indica la derivada con respecto al tiempo conforme y no con respecto
al tiempo co´smico, como en la ecuacio´n (2.29), H = Ha = da/dτ
a
, es el factor de Hub-
ble con respecto al tiempo conforme. La ecuacio´n (2.43), cuando es combinada con
la solucio´n sin perturbar del factor de escala co´smico a(τ), conduce a las soluciones
crecientes y decrecientes,
δmo(r, τ) ∝ D(τ), (2.44)
que evolucionan en el tiempo sin cambio de forma. La solucio´n interesante es la
solucio´n inestable de crecimiento. D+(τ) sera´ tomada como el factor de crecimiento
lineal. Entonces, la ecuacio´n de continuidad linealizada (2.34) puede ser escrita como,
Haf
H0a0
δmo +∇ · vmo = 0, (2.45)
donde f es la funcio´n de crecimiento lineal adimensional definida como sigue,
f ≡ H0a0
Ha
d ln D
dτ
=
d ln D
d ln a
. (2.46)
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En la Cosmolog´ıa esta´ndar dominada por la materia oscura, sin presio´n, la funcio´n
de crecimiento adimensional f es una funcio´n de Ωmo con una aproximacio´n de
ley de potencias. El exponente de la ley de potencias esta´, entonces, directamente
relacionado con la formacio´n de estructura [57]
f(Ωmo) ≈ Ω0.55mo . (2.47)
Lahav en 1991, da una aproximacio´n en el caso donde hay una constante cosmolo´gica
Λ, as´ı que la densidad cosmolo´gica total es una suma de la materia y la constante
cosmolo´gica, Ω = Ωmo + ΩΛ:
f(Ωmo,ΩΛ) ≈ Ω0.55mo +
ΩΛ
70
(
1 +
Ωmo
2
)
. (2.48)
La ecuacio´n (2.45), es la ecuacio´n de continuidad para la materia oscura. Entonces,
para ir de la ecuacio´n (2.45) a la ecuacio´n de continuidad (2.34), para las galaxias,
implica un sesgo(bias, en ingle´s).
El modelo ma´s simple de bias postula que la sobredensidad de galaxias δg esta´ li-
nealmente sesgada por un factor constante, el factor lineal bias b, con respecto a
la sobredensidad de materia oscura δmo, de modo que,
δg = bδmo, (2.49)
donde b = b(k, z). Mientras que las velocidades de las galaxias, se asume, siguen
fielmente la velocidad de la materia oscura,
v = vmo. (2.50)
El modelo de bias (2.49) predice que, al menos en algunos reg´ımenes, la funcio´n de
correlacio´n para las galaxias ξg(r12) ≡ 〈δ(r1)δ(r2)〉 deben ser amplificada por la fun-
cio´n de correlacio´n de la materia ξmo(r12) ≡ 〈δmo(r1)δmo(r2)〉 por aproximadamente
un factor constante,
ξg(r12) ≈ b2ξmo(r12). (2.51)
La ecuacio´n de continuidad linealizada para la materia (2.45), evaluada hoy en d´ıa
junto con la ecuacio´n (2.49), dio´ lugar a la ecuacio´n de continuidad linealizada para
las galaxias (2.34), donde la cantidad adimensional β esta´ relacionada con la funcio´n
de crecimiento lineal f , dado por:
β =
f
b
. (2.52)
Si la velocidad peculiar de la materia esta´ libre de rotaciones en el re´gimen lineal,
implica que la velocidad de la galaxias tambie´n lo es. La ecuacio´n (2.34) implica
que la velocidad peculiar de las galaxias v esta relacionada actualmente con la
sobredensidad de galaxias δg, de modo que,
v = −β∇∇−2δg, (2.53)
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donde ∇−2 es el Laplaciano inverso. Todas las mediciones de β en el re´gimen lineal
son, en efecto, mediciones de la proporcio´n entre velocidad peculiar v a la sobreden-
sidad de galaxias δg.
En el re´gimen lineal, la sobredensidad δsg en el espacio de corrimiento al rojo (s)
esta´ relacionado con la sobredensidad δg en el espacio real por el operador lineal
de distorsio´n de corrimiento al rojo S6,
δsg = Sδg. (2.54)
En el espacio real, el operador de distorsio´n, es un operador integro-diferencial (el
laplaciano inverso ∇−2 es la parte integral), dado por:
S = 1 + β
(
∂2
∂r2
+
α(r)∂
r∂r
)
∇−2. (2.55)
donde α(r) es la derivada logar´ıtmica de r2 veces la funcio´n de seleccio´n del espacio
real n¯(r),
α(r) ≡ ∂ ln r
2n¯(r)
∂ lnr
. (2.56)
El operador de distorsio´n de corrimiento al rojo (2.55) es va´lido en el marco de
referencia de un observador estacionario, los que esta´n en reposo con respecto a la
radiacio´n co´smica de fondo, siempre que la sobredensidad de corrimiento al rojo
δsg(r) este definida con respecto a la funcio´n de seleccio´n del espacio real n¯(r) y del
espacio de corrimiento al rojo ns(r),
δsg(s) ≡
ns(s)− n¯(s)
n¯(s)
, (2.57)
donde δsg(s) es la sobredensidad de galaxias observado en el espacio de corrimiento
al rojo.
El operador de distorsio´n S (2.54) funciona bien para analizar un grupo de ga-
laxias a distancia un tanto grandes, pero a gran escala el operador llega a un l´ımite
donde ya no puede describir de forma adecuada a las galaxias, puesto que, la l´ınea de
visio´n es muy grande y las galaxias aparecen como si estuvieran en un plano. As´ı que
se define el operador lineal plano-paralelo de distorsio´n de corrimiento al
rojo Sp (el superindice p indica el plano-paralelo), por lo tanto, el operador S (2.54)
a gran escala se reduce a,
Sp = 1 + β
∂2
∂z2
∇−2, (2.58)
donde z es la distancia a lo largo de la l´ınea de visio´n. En el espacio de Fourier,
∂2
∂z2
∇−2 = k
2
z
k2
= µ2k, (2.59)
6Conceptualmente, es u´til reconocer que el operador S es un operador lineal (una matriz en el
espacio de Hilbert), as´ı como muchos de los operadores que uno encuentra en la meca´nica cua´ntica.
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con µk ≡ zˆ · kˆ el coseno del a´ngulo del vector de onda k y la l´ınea de visio´n z. Por lo
tanto, en el espacio de Fourier el operador plano-paralelo de distorsio´n se reduce a:
Sp = 1 + βµ2k, (2.60)
de modo que, como se ilustra en la figura (2.7), un modo de Fourier δˆsg(k) en el espacio
de corrimiento al rojo es simplemente igual a el modo de Fourier en el espacio real
δˆg(k) amplificado por un factor (1 + βµ
2
k), es decir,
δˆsg(k) = (1 + βµ
2
k)δˆg(k). (2.61)
A partir de la ecuacio´n (2.61) se calcula, en el espacio de corrimiento al rojo, el
Figura 2.7: Una onda de amplitud δ(k) en el espacio real (l´ınea delgada) aparece como una
onda con amplitud mayor δs(k) en el espacio de corrimiento al rojo (linea gruesa) debido a las
velocidades peculiares (flechas). Tomado de [45].
espectro de potencias de galaxias P sg (k), el cual es amplificado por (1 + βµ
2
k)
2 sobre
su contra parte en el espacio de Fourier7 Pg(k),
P sg (k) =
(
1 + βµ2k
)2
Pg(k). (2.62)
La ecuacio´n (2.62), es la ecuacio´n propuesta por Kaiser [52, ec.(3.5)] para el espectro
de potencias de galaxias. El te´rmino que aparece al cuadrado es el te´rmino de las
distorsiones al corrimiento al rojo del espectro de potencias. Si se obvia un momento
µk, el cual desaparecera´ al hacer promedios angulares, se ve que el factor β es el
importante para calcular las RSD.
7To´mese en cuenta que, se esta hablando de 3 espacios. Uno corresponde al espacio real, el otro
se refiere al espacio de Fourier que no es otra cosa que la transformada del espacio real y por u´ltimo
se tiene el espacio del corrimiento al rojo s visto en el espacio de Fourier. Podr´ıa decirse que en
realidad so´lo se tienen dos espacios, el espacio real y el espacio de corrimiento al rojo, ambos vistos
en el espacio de Fourier.
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Al ver la ecuacio´n (2.51) se deduce la relacio´n entre el espectro de potencias de
galaxias y el espectro de potencias de materia oscura como,
Pg(k) = b
2(k, z)Pmo(k), (2.63)
al sustituir (2.63) en (2.62) se obtiene:
P sg (k) =
(
b+ fµ2k
)2
Pmo(k). (2.64)
La relacio´n anterior es importante, pues que en la pra´ctica, lo que se mide es el
espectro de potencias de galaxias en el espacio de corrimiento al rojo P sg (k).
Adema´s, los espectros de potencias dependen ya no so´lo de la magnitud del vector
de onda k sino tambie´n de su direccio´n a diferencia de lo que se dijo al comienzo
del cap´ıtulo. E´sto es debido a que ahora se esta tomando en cuenta las velocidades
peculiares de las galaxias. Antes so´lo nos interesaba la probabilidad de encontrar
una u´nica galaxia en cierta regio´n del espacio. Pero ahora, nos interesa saber la
probabilidad de encontrar una segunda galaxia a cierta distancia x y con nu´mero
de onda k , una vez que se esta´ observando una primera, ver figura (2.8).
   
k
z
Punto de observación
θ
Figura 2.8: Los puntos azules representan dos galaxias sepadas por una distancia λ, donde se
toma que k = 2piλ n, n es un vector unitario en la direccio´n de k, el vector z representa la l´ınea de
visio´n y θ es el a´ngulo que separa ha estos dos vectores.
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Cap´ıtulo 3
Modelos de Gravedad Modificada
La teor´ıa de la Relatividad General de Einstein ha sido probada satisfactoria-
mente durante muchos an˜os de pruebas experimentales [86]. Estas pruebas van desde
estudios en el sistema solar hasta la comprobacio´n de las ondas gravitacionales [12].
Pues bien, la RG se ha probado dentro del Universo local, lo cual abre la posibilidad
de que e´sta no sea una buena descripcio´n a gran escala en el Universo. El modelo
esta´ndar de Cosmolog´ıa asume RG como la teor´ıa correcta de gravedad en todas las
escalas. En 1998, los astro´nomos hicieron el sorprendente descubrimiento de que la
expansio´n del Universo es de forma acelerada [70, 72]. Tal descubrimiento hizo que
Saul Perlmutter, Brian P. Schmidt, y Adam G. Riess fueran acreedores el Premio
Nobel de F´ısica, en 2011. Dentro del marco de referencia de la RG, la aceleracio´n se
originar´ıa a partir de una energ´ıa oscura desconocida1, cuya presio´n es negativa. El
modelo ma´s simple de energ´ıa oscura es el de la constante cosmolo´gica, introducida
inicialmente por Einstein. El problema de esta constante es que su valor debe ser
incre´ıblemente pequen˜o. La f´ısica de part´ıculas predice la existencia de energ´ıa del
vac´ıo que proporciona un valor para la constante cosmolo´gica, pero esto es, por lo
general, de 120 o´rdenes de magnitud mayor que los valores observados que asume
RG [54]. El mecanismo de la energ´ıa oscura au´n no esta bien entendido, y es por
eso que se deben buscar nuevas alternativas, como por ejemplo gravedad modifica-
da. Existen otros modelos de energ´ıa oscura como el modelo CPL, quintaesencia,
K-esencia, en los que la densidad de energ´ıa oscura cambia con el tiempo, existen
ma´s, pero no sera´n tema de estudio en el presente trabajo. La constante cosmolo´gica
no ser´ıa necesaria si la accio´n (1.18) de RG fuera incorrecta, a escalas cosmolo´gicas.
Este descubrimiento, de la aceleracio´n tard´ıa del Universo, puede requerir la revisio´n
de la teor´ıa de gravitacio´n a escalas cosmolo´gicas y el modelo esta´ndar de la Cosmo-
log´ıa basada en RG. En este cap´ıtulo se revisara´n los avances en la construccio´n de
los modelos de gravedad modificada (GM) como una alternativa a la energ´ıa oscura.
1El lector debe recordar que la energ´ıa oscura es el nombre de la sustancia o el feno´meno
responsable de la aceleracio´n del Universo, pero no indica de ninguna manera que su mecanismo
este´ entendido.
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3.1. Gravedad Modificada
Au´n cuando el modelo ΛCDM es el aceptado en Cosmolog´ıa, presenta algunos
problemas. Uno de estos es; el problema de la constate cosmolo´gica, pues como ya
se dijo, tiene un valor muy pequen˜o. Teo´ricamente se espera que Λteo = m
2
pl, donde
mpl = 2.177×10−5g = 1019GeV es la masa de Planck, pero las observaciones dan un
valor de Λteo = 10
−120m2pl, es decir, es ¡120 o´rdenes de magnitud ma´s pequen˜a que
la dictada por la teor´ıa! Otro de los problemas, tiene que ver con el hecho de que los
o´rdenes de magnitud de las densidades de energ´ıa oscura y materia son comparables
hoy en d´ıa, es decir, del mismo o´rden de magnitud, y no existe explicacio´n clara
de esto, salvo que ocurra por coincidencia. A este problema se le conoce como el
problema de la coincidencia. Un problema ma´s, tiene que ver con la geometr´ıa del
Universo, y es debido a que Ωm + ΩΛ = 1, implica que Ωk ≈ 0, es decir, se tiene
una geometr´ıa plana. No hay una explicacio´n certera del porque el Universo tiene
geometr´ıa plana. A esto se le conoce como el problema de la planitud.
Probablemente, la razo´n principal por la cual se deben emplear modelos de GM
es por el problema de la constante cosmolo´gica, dichos modelos de GM deben expli-
car la aceleracio´n tard´ıa del Universo y pasar todas las pruebas que ha pasado RG
para que puedan tomarse como el nuevo modelo esta´ndar de Cosmolog´ıa.
Modificar la gravedad no es cosa fa´cil, pues inmediatamente se presentan proble-
mas, como el de tener derivadas de orden mayor a dos. Hay un teorema muy fuerte
conocido como teorema de Lovelock [61]. El teorema prueba que las ecuaciones de
movimiento de Einstein son las u´nicas de segundo orden con respecto a la me´trica,
que se obtienen a partir de la accio´n
S =
∫ (
1
16piG
R + Lm
)√−g d4x. (3.1)
Por lo tanto, si se proponen teor´ıas nuevas de gravitacio´n, se necesita que la nueva
teor´ıa cumpla una o ma´s de las siguientes propiedades dado el teorema de Lovelock:
Grados de libertad extra.
Derivadas de orden mayor.
Un espacio-tiempo con ma´s dimensiones.
No-localidad.
Un vez introducidos estos ingredientes adicionales dentro de la teor´ıa, ma´s alla´ de
RG, se necesita revisar la consistencia teo´rica del modelo primeramente. Es necesa-
rio ver que las soluciones sean estables.
Si una de las teor´ıas de GM es aceptada teo´ricamente, entonces, necesita pasar
las pruebas observacionales. Lo primero es satisfacer las estrictas restricciones del
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Sistema Solar. Por ejemplo, el a´ngulo θ de desviacio´n de las estrellas debido al Sol
se observa que es [77]
θ = (0.99992± 0.00023)× 1.75′′, (3.2)
donde 1.75′′ es el valor predicho por RG. Otra prediccio´n de RG es la dilatacio´n del
tiempo debido a los efectos del campo gravitacional del Sol ∆tRG. Esto fue medido
de manera muy precisa usando el sate´lite Cassini obteniendo un valor [18],
∆t = (1.00001± 0.00001)∆tRG. (3.3)
Cualquier teor´ıa de GM necesita satisfacer estas restricciones sobre las desviaciones
de RG en el Sistema Solar. Como ya se menciono, la RG es una teor´ıa altamente
exitosa, que ha resistido a las pruebas observacionales durante casi un siglo. Sin em-
bargo, al igual que la teor´ıa de Newton (que se mantuvo durante ma´s de 200 an˜os),
todav´ıa puede demostrar ser de validez limitada, y ser sustituida por una teor´ıa ma´s
fundamental.
Existen diferentes modelos de GM que han sido estudiados recientemente, ver
referencia [54]. A continuacio´n se hara´ una revisio´n de algunos de estos modelos2.
Pero antes de comenzar, se planteara´ la idea de co´mo emplear GM para este trabajo.
Lo que se pretende es estudiar la formacio´n de estructura en el Universo, y para
esto se necesita la teor´ıa de perturbaciones, ya mencionada en el cap´ıtulo 2. Pero
tambie´n, se necesitan las perturbaciones en la me´trica, para obtener as´ı, las ecua-
ciones de Einstein perturbadas. U´nicamente se tomara´n las perturbaciones a primer
orden, las cuales se consideran perturbaciones lineales. Las perturbaciones de orden
mayor en la me´trica, se consideran perturbaciones no-lineales, pero no se estudiara´n
en este trabajo. La idea es tomar esta teor´ıa de perturbaciones a orden lineal para el
modelo ΛCDM y para modelos de gravedad modificada, para despue´s comparar sus
resultados. Adema´s, como varios de los modelos de GM esta´n basados, principalmen-
te, en la estructura general de RG an˜adiendo algunas modificaciones, se tomara´ que
los modelos de GM a nivel de la perturbacio´n de fondo (a orden cero) son similares
al modelo ΛCDM. Es decir, los modelos de GM y el modelo ΛCDM sera´n similares
a nivel de fondo, pero sus diferencias sera´n evidentes a orden lineal de perturbacio´n
(a primer orden). Se debe considerar que a nivel de fondo la escala no juega un
papel importante, pues la cinema´tica y la dina´mica que predicen los modelos de
GM y el modelo ΛCDM son similares a nivel de fondo, la escala tomara´ importancia
so´lo a orden lineal de perturbacio´n en donde la dina´mica sera´ diferente para cada
modelo, prediciendo as´ı, una formacio´n de estructura diferente. Se espera que estas
desviaciones sean vistas a trave´s de espectro de potencias, P (k), al igual que en la
funcio´n de crecimiento f(z) para las distorsiones al corrimiento al rojo.
2Para un estudio ma´s completo de varios de los modelos de gravedad modificada, ver la Ref
[27].
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3.2. Gravedad de Brans-Dicke
Uno de los modelos ma´s simples de GM es el de Brans-Dicke (BD) [22]. El mo-
delo de BD esta´ basado en el principio de Mach, el cual menciona que; la medida
de inercia no so´lo depende de la cantidad de materia de un cuerpo, sino tambie´n
del fondo de las partes distantes del Universo, es decir, la masa inercial de un cuer-
po dependera´ de sus alrededores. Este concepto de masa inercial variable lleva a
el problema de medir masa en diferentes puntos del espacio-tiempo, pero se puede
solucionar si se elige una unidad de masa que sea independiente de estos punto, tal
unidad de masa es proporcionada por la gravedad, es la llamada masa de Planck
dada por mPL = (~c2/G)1/2. Si se desea seguir con las unidades de masa, entonces
se puede construir la cantidad adimencional χ = m
√
G (donde ~ = c2 = 1), donde
un cambio en χ indicara´ que G esta´ cambiando. Es la conclusio´n a la que llegaron
Brans y Dicke en su aproximacio´n al principio de Mach [65].
La relacio´n entre G y la estructura a gran escala en el Universo se puede ver de la
siguiente manera. De la ley de gravitacio´n universal, la aceleracio´n causada por un
cuerpo de masa m es a = Gm/r2, y a partir de un ana´lisis dimensional, en te´rminos
de la distribucio´n de masa, a ∼ mRc2/Mr2. Combinando ambas expresiones, se
obtiene
1
G
=
M
c2R
. (3.4)
donde el radio de Hubble esta´ dado por RH = c/H, la masa contenida dentro de
este radio es M = 4piρR3/3. De aqu´ı se observa que existe una relacio´n de G con
R y la expansio´n del Universo. C. Brans y R. Dicke interpretaron esto como una
manifestacio´n del principio de Mach, al cual Brans le dio su propia forma [23]. Se
postulo´ que la constante de gravitacio´n G es una variable de campo, que se comporta
como el reciproco de un campo escalar ψ; G ∼ ψ−1, que satisface una ecuacio´n
de campo proveniente de un lagrangiano Lψ = −ωBDgµνψ,µψ,ν , la cual resultar´ıa
en la ecuacio´n de movimiento de una onda para ψ, con ωBD una constante de
acoplamiento3. Sin embargo, la constante ωBD tiene las mismas dimensiones de G,
que de hecho es la constante que se deseaba evitar desde el principio, ya que el nuevo
campo escalar ψ deber´ıa remplazarla. Por lo tanto, la constante de acoplamiento ωBD
se hara´ adimensional a trave´s de redefinir el lagrangiano como:
Lψ = −ω
ψ
gµνψ,µψ,ν . (3.5)
La teor´ıa incluye un campo escalar acoplado a la gravedad o en otras palabras a
la geometr´ıa del espacio-tiempo, donde justamente la constante que acopla a la
gravedad y al campo escalar es ωBD. La ecuacio´n (3.5) se incorpora a trave´s de la
accio´n de Einstein-Hilbert en la parte que contiene la informacio´n de la geometr´ıa
de la siguiente manera,
S =
∫
d4x
√−g
(
ψR− ωBD
ψ
ψ,µψ,ν
)
+
∫
d4x
√−gLm. (3.6)
3ψ,µ =
∂ψ
∂xµ
, ψ,µ =
∂ψ
∂xµ
y ψ;µ es la derivada covariante.
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Se puede comprobar que, al hacer la variacio´n con respecto a la me´trica, se obtienen
las ecuaciones de campo siguientes [65]:
Rµν − 1
2
gµνR = −8pi
ψ
Tµν − ω
ψ2
(
ψ,µψ,ν − 1
2
gµνψ
,λψ,λ
)
− 1
ψ
(ψ;µν − gµν2ψ) , (3.7)
donde 2 es el operador de D’Alambert. De igual manera, la variacio´n con respecto
de ψ lleva a la ecuacio´n
2ψ2ψ − ψ,kψ,k = R
ωBD
ψ2, (3.8)
combinando la ecuacio´n (3.8) y la forma contra´ıda de la ecuacio´n (3.7) [22], se tiene
2ψ =
8pi
2ω + 3
T, (3.9)
T es la traza de T µν . Una aproximacio´n natural a (3.9) es considerar el efecto de la
materia local sobre un fondo ψ0 igual al valor presente observado [23],
ψ ≈ ψ0 +
[
1
4pi(2ω + 3)
] ∑
m local
m
r
, (3.10)
r es el radio local que ocupa la masa m, M/R =
∑
m/r.
Al considerar una fuente no relativista, como la materia bario´nica, T 00 = −ρ. Al
tomar las perturbaciones de la me´trica a orden lineal, es decir, gµν = gµν + δgµν y
considerando la norma de Newton [54], se llega al elemento de l´ınea
ds2 = −(1 + 2Ψ)dt2 + (1− 2Φ)δµνdxµdxν , (3.11)
tambie´n considerando las perturbaciones en el campo escalar ψ = ψ0 + φ, donde
φ es la perturbacio´n. A partir de esta me´trica perturbada y este campo escalar
perturbado, junto con la ecuacio´n (3.7), se encuentran las ecuaciones de Einstein
perturbadas siguientes
∇2Ψ = 4piGρ− 1
2
∇2φ, (3.12)
(3 + 2ωBD)∇2φ = −8piGρ, (3.13)
Φ−Ψ = φ. (3.14)
Estas ecuaciones pueden ser reescritas como:
∇2Ψ = 4piGµρ, Ψ = γ−1Φ, (3.15)
donde
µ =
4 + 2ωBD
3 + 2ωBD
, γ =
1 + ωBD
2 + ωBD
. (3.16)
RG se recupera en el l´ımite de valores grandes de ωBD. E´sto se puede ver a partir de
la ecuacio´n (3.9) donde si ωBD →∞, implica que ψ → cte, al sustituir este resultado
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en la ecuacio´n (3.7) se obtienen las mismas ecuaciones de Einstein. La restriccio´n
experimental actual sobre ωBD esta´ dado por ωBD > 40, 000. Una vez impuesta esta
restriccio´n en el para´metro ωBD del modelo, la teor´ıa es ba´sicamente indistinguible
de RG en todas las escalas [54].
Si a esta teor´ıa se le agrega un potencial V (ψ) en la ecuacio´n (3.6) se vuelve ma´s
interesante y puede ser capaz de ser un candidato de energ´ıa oscura.
3.3. Gravedad f (R)
Existen dos formas de dar explicacio´n a la expansio´n acelerada del universo. Una
es a trave´s de los modelos de energ´ıa oscura (EO) basadas en las modificaciones del
lado derecho de las ecuaciones de Einstein.
Rµν − 1
2
gµνR = 8piG
(
Tµν + T
EO
µν
)
. (3.17)
La otra forma es modificar el lado izquierdo de las ecuaciones Einstein, es decir,
que la geometr´ıa del espacio-tiempo descrita por RG es incorrecta. Una manera de
trabajar con modelos de GM es a trave´s de implementar una funcio´n del escalar de
curvatura de Ricci, es decir, una f(R) en la accio´n de Einstein-Hilbert.
S =
1
16piG
∫ [
1
16piG
f(R) + Lm
]√−g d4x. (3.18)
Aplicando el principio de mı´nima accio´n, haciendo las variaciones con respecto a la
me´trica, se obtiene [17]:
f ′(R)Rµν − 1
2
f(R)gµν + (gµν2−∇µ∇ν)f ′(R) = 8piGTµν , (3.19)
donde f ′(R) = df(R)/dR. El problema que presenta esta teor´ıa f(R) es que hay
derivadas de cuarto orden, ya que esta´n incluidas dos derivadas extras a las dos que
ya tiene R, esto aparece justamente en el tercer te´rmino de la parte izquierda de
la ecuacio´n (3.19). No´tese que si f(R) = R se obtienen las mismas ecuaciones de RG.
Una vez teniendo las ecuaciones en esta teor´ıa alternativa f(R), las ecuaciones
cosmolo´gicas se derivan de la misma forma que para RG. Las ecuaciones cosmolo´gicas
de FLRW para un espacio-tiempo plano son [17]:
H2 =
8piG
3f ′(R)
[
ρ+ ρ(ef)
]
, (3.20)
a¨
a
=
8piG
6f ′(R)
[
ρ+ ρ(ef) + 3
(
p+ p(ef)
)]
. (3.21)
donde
ρ(ef) =
Rf ′(R)− f(R)
16piG
− 3HR˙f
′′(R)
8piG
p(ef) =
f(R)−Rf ′(R)
16piG
+
R¨f ′′(R) + R˙2f ′′′(R) + 2HR˙f ′′(R)
8piG
.
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As´ı la ecuacio´n de estado para la gravedad f(R) resulta ser,
ω(ef) =
p(ef)
ρ(ef)
=
f(R)−Rf ′(R) + 2
(
R¨f ′′(R) + R˙2f ′′′(R) + 2HR˙f ′′(R)
)
Rf ′(R)− f(R)− 6HR˙f ′′(R) . (3.22)
Finalmente la ecuacio´n de continuidad (1.25) sigue siendo la misma ecuacio´n para
la gravedad f(R).
La ecuacio´n (3.20) se puede escribir de la siguiente manera:
1 =
8piG
3H2f ′(R)
(ρ+ ρ(ef)), (3.23)
ahora redefiniendo la densidad cr´ıtica del Universo como,
ρcgm =
3H2f ′(R)
8piG
, (3.24)
sustituyendo en la ecuacio´n modificada de FLRW (3.23) se tiene,
1 =
ρ
ρcgm
+
ρ(ef)
ρcgm
= ΩM + Ωgm, (3.25)
donde ahora en lugar de tener ΩΛ se tiene Ωgm, es decir, una densidad de energ´ıa
que representa el efecto de la gravedad modificada, la cual tendra´ un valor diferente
para cada modelo de f(R). Varios de estos modelos se muestran en [17, 25].
3.4. Parametrizacio´n Post Friedmanniana
Cuando se tiene una teor´ıa alternativa se debe de crear una lista de cantidades
observables y despue´s se debe comparar con los datos. E´sto no es tarea fa´cil y adema´s
consume mucho tiempo. En los u´ltimos an˜os ha sido de gran intere´s el desarrollo de
un paso intermedio entre la teor´ıa y los datos, tal que, nos permita evitar la elabo-
racio´n de cada modelo y abarcar una amplia gama de esquemas teo´ricos, al menos
en las perturbaciones de orden cero y a primer orden. A tal enfoque fenomenolo´gico
se le denomina Parametrizacio´n Post Friedmanniana (PPF) [49], inspirada por
el formalismo llamado Parametrizacio´n Post Newtoniana (PPN) [85], creado para
hacer frente a las teor´ıas alternativas de gravedad con las mediciones del Sistema
Solar. Como ya se menciono´, la idea es asumir el modelo ΛCDM como orden cero
o nivel de fondo (background) y parametrizar las desviaciones de RG de las per-
turbaciones a primer orden [43]. Muchas teor´ıas de GM se pueden comportar muy
parecido a ΛCDM, si uno as´ı determina sus para´metros, pero a nivel perturbativo
la cinema´tica sera´ diferente.
Existen varias parametrizaciones de GM, de entre las cuales, uno ampliamente
utilizado, entre la comunidad cient´ıfica, es el propuesto por Bertschinger y Zukin
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(BZ) [19], donde son introducidas dos funciones que dependen del tiempo y de la
escala (taman˜o) motivadas por las soluciones f(R) en el l´ımite cuasi-esta´tico. Esto
ha sido mostrado en algunos trabajos y va´lido para aplicaciones de formacio´n de
estructura a gran escala en los modelos f(R) [21].
Como punto de partida se asumira´ que el universo de fondo esta´ descrito por la
me´trica plana de FLRW y se considerara´n, u´nicamente, perturbaciones lineales en
esta me´trica y en el tensor de energ´ıa-momento, ver ecuacio´n (1.22).
Al hacer las perturbaciones de la me´trica a primer orden,
gµν = gµν + hµν , (3.26)
donde hµν es la perturbacio´n, as´ı el elemento de l´ınea resulta,
ds2 = a2(τ)
[−(1 + hµµ)dτ 2 + 2hµidτdxi + (δij + hij)dxidxj] . (3.27)
La me´trica perturbada hµν se puede descomponer en modos escalares, vectoriales y
tensoriales [64]. En la norma de Newton4, las perturbaciones lineales del elemento
de l´ınea contienen los modos escalares, por lo tanto,
ds2 = a2(τ)
[−(1 + 2ψ)dτ 2 + (1− 2φ)dx2] , (3.28)
donde τ es el tiempo conforme, ψ y φ son escalares, y son dos potenciales de la
me´trica. En la norma sincro´nica5, el elemento de l´ınea perturbado contiene el modo
tensorial, entonces,
ds2 = a2(τ)
[−dτ 2 + (δij + hij)dxidxj] , (3.29)
donde hij es un tensor. Por definicio´n, en la norma sincro´nica, g00 y g0i del tensor
me´trico esta´n sin perturbar, es decir, hµµ = hµi = 0. La me´trica perturbada hij,
puede descomponerse en una parte con traza h ≡ hii, y en una parte sin traza,
consistiendo de tres partes, h
‖
ij, h
⊥
ij y h
T
ij, donde segu´n [62],
hij =
hδij
3
+ h
‖
ij + h
⊥
ij + h
T
ij. (3.30)
4En la norma de Newton (Newton gauge) so´lo son diferentes de cero las perturbaciones escalares
hµµ y h
(S), ver [75]. La norma newtoniana so´lo tiene aplicabilidad perturbativa restrictiva ya que
nunca permite la descripcio´n de los modos vectoriales o tensoriales que podr´ıan generarse como
producto del colapso gravitacional. Si se ignorara esta limitante se estar´ıan eliminando grados de
libertad f´ısicos y no grados de libertad de norma, ver [75].
5La norma s´ıncronica (synchronous gauge) fue introducida por Lifshitz en 1946 [56]. La norma
es muy popular para los estudios nume´ricos. Su principal problema es que no determina comple-
tamente la libertad de norma. La norma permite la existencia de un conjunto de observadores
que caen libremente, es decir, se mueven sobre geode´sicas sin cambiar sus coordenadas espaciales,
llamados en la literatura “observadores fundamentales como´viles”. Cada observador esta´ equipado
con un reloj que mide el tiempo conforme τ y permanece fijo en la coordenada xi. Los observadores
junto con sus relojes y etiquetas que identifican su geode´sica definen las coordenadas en todo el
espacio-tiempo. El grado de libertad de norma residual (espurio) se debe a que hay libertad para
ajustar las condiciones iniciales de los relojes y las coordenadas espaciales. Esta norma es usada
por el co´digo CAMB, que se empleara´ ma´s adelante.
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El tensor longitudinal h
‖
ij tambie´n se llama parte escalar de h, la parte selenoidal
h⊥ij es tambie´n llamada parte vectorial y la parte transversal sin traza h
T
ij es llamada
parte tensorial [75]. Por definicio´n las divergencias de h
‖
ij y h
⊥
ij (que son vectores)
son vectores longitudinales y transversales, respectivamente, y hTij que es transversal
[62], satisfacen,
ijk∂j∂lh
‖
lk = 0, ∂i∂jh
⊥
ij = 0, ∂ih
T
ij = 0. (3.31)
De aqu´ı, se sigue que h
‖
ij pueden ser escritos en te´rminos de algu´n campo escalar µ
y h⊥ij de algu´n vector sin divergencia A como:
h
‖
ij =
(
∂i∂j − 1
3
δij∇2
)
µ,
h⊥ij = ∂iAj + ∂jAi, ∂iAi = 0.
Los dos campos escalares h y µ (o h
‖
ij) caracterizan el modo escalar de la pertur-
bacio´n me´trica, mientras Ai (o h
⊥
ij) y h
T
ij representan el modo vectorial y tensorial,
respectivamente.
Ahora, como se va a trabajar en el espacio k de Fourier, se deben introducir dos
campos h(k, τ) y η(k, τ), as´ı que, se escribe el modo escalar de hij como una integral
de Fourier [62],
hij(x, τ) =
∫
d3keik·x
[
kˆikˆjh(k, τ) + (kˆikˆj − 1
3
δij)6η(k, τ)
]
, k = kkˆ. (3.32)
No´tese que h denota la traza de hij en ambos espacios. Trabajando con la me´trica
de la norma de Newton (3.28), se obtiene el tensor de Einstein perturbado Gµν =
Gµν + δGµν , donde Gµν es la perturbacio´n a orden cero y δGµν es la perturbacio´n a
primer orden. Las componentes del tensor Gµν son:
G00 = 3H2 + 2∇2φ− 6Hφ˙, (3.33)
G0i = 2∂i(φ˙+Hψ), (3.34)
Gij = −(2H˙ +H2)δij +
[
∇2(ψ − φ) + 2φ¨+ 2(2H˙ +H2)(φ+ ψ) + 2Hψ˙ + 4Hφ˙
]
δij
+∂i∂j(φ− ψ). (3.35)
Para obtener las ecuaciones de Einstein perturbadas, tambie´n se deben de considerar
las perturbaciones del contenido de radiacio´n y de materia que incluye fotones,
neutrinos, bariones y materia oscura fr´ıa, es decir, para la ecuacio´n del tensor de
energ´ıa-momento (1.22) se tendra´ T µν = T
µ
ν + δT
µ
ν , donde T
µ
ν = g
µλT λν , T
µ
ν es la
perturbacio´n a orden cero y δT µν es la perturbacio´n a primer orden. Las componentes
de T µν son:
T 00 + δT
0
0 = −ρ(1 + δ),
T 0i + δT
0
i = (ρ+ P )vi = −T i0,
T ij + δT
i
j = (P + δP )δ
i
j + pi
i
j.
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Donde δ es la densidad de contraste ya definida anteriormente, v es el campo vecto-
rial de velocidades, δP es la perturbacio´n en la presio´n y piij denota las componentes
de la perturbacio´n del tensor de energ´ıa-momento pero sin traza, es el tensor de
presio´n anisotro´pica.
A menos de que se indique lo contrario, todas las cantidades, como la densidad,
son la suma sobre todas las especies presentes en el Universo. Trabajando en el
espacio de Fourier, es conveniente introducir la perturbacio´n de la densidad relativa
como´vil ∆, es decir,
ρ∆ = ρδ + 3
H
k
(ρ+ P )v, (3.36)
El estre´s anisotro´pico σ y el momento perturbado θ ≡ ∇ivi se definen como [48]:
(ρ+ P )σ ≡ −
(
kˆ
i
kˆj − 1
3
δij
)
piij, (3.37)
(ρ+ P )θ ≡ ikjδT 0j . (3.38)
Por lo tanto, las ecuaciones de Einstein perturbadas a orden lineal, con la me´trica
de la norma de Newton y en el espacio de Fourier, son:
k2φ− 3H
(
φ˙+Hψ
)
= −4piGa2δρ, (3.39)
∂i
(
φ˙+Hψ
)
= −4piGa2 (ρ+ P) θ, (3.40)
φ¨+H
(
˙ψ + 2φ
)
+
(
2H˙ +H2
)
ψ +
k2
3
(φ− ψ) = 4pi
3
Ga2δP, (3.41)
k2(φ− ψ) = 12piGa2 (ρ+ P)σ. (3.42)
Dada la conservacio´n del tensor energ´ıa-momento
T µν ;µ = ∂µT
µν + ΓναβT
αβ + ΓααβT
νβ = 0, (3.43)
provee dos ecuaciones relacionando el potencial me´trico y la perturbacio´n en cada
fluido. En la norma de Newton son:
δ˙ = −(1 + ω)
(
θ − 3φ˙
)
− 3 a˙
a
(
δP
δρ
− ω
)
δ, (3.44)
θ˙ = − a˙
a
(1− 3ω)θ − ω˙
1 + ω
θ +
δP/δρ
1 + ω
k2δ − k2σ + k2ψ, (3.45)
con ω = P/ρ. La ecuaciones (3.44) y (3.45) son las versiones relativistas de la
ecuacio´n de continuidad y la ecuacio´n de Euler, respectivamente, donde en el l´ımi-
te P  ρ, se recuperan las ecuaciones de continuidad y de Euler con respecto al
tiempo conforme. El estre´s anisotro´pico desaparece para bariones y materia oscura
fr´ıa. Mientras que para las especies relativistas, es decir, fotones y neutrinos que se
generan a trave´s del free-streaming (flujo libre) esta´n relacionados con δ y θ por
medio de las ecuaciones de Bolzmann (sin colisiones), ver referencia [62].
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Son necesarias dos ecuaciones ma´s para cerrar el sistema de ecuaciones, para
la me´trica y su relacio´n con el tensor de energ´ıa-momento. Por ejemplo, en RG,
la ecuacio´n de Poisson relaciona las perturbaciones de la densidad como´vil y el
potencial me´trico φ, y se obtiene al combinar las ecuaciones (3.39) y (3.40). Mientras
que la ecuacio´n anisotro´pica (3.42) relaciona los dos potenciales me´tricos y al estre´s
anisotro´pico,
k2φ = −4piGa2ρ∆, (3.46)
k2(φ− ψ) = 12piGa2(ρ+ P )σ, (3.47)
en una teor´ıa alternativa de gravedad estas ecuaciones ser´ıan generalmente diferen-
tes. Por lo tanto, la tarea de estudiar la evolucio´n de la estructura de la materia
y las anisotrop´ıas de la RCF en diferentes modelos de GM, como ya se menciono,
es algo tedioso y engorroso. Por tal razo´n, el formalismo PPF fue el propuesto pa-
ra estudiar los diferentes modelos teo´ricos de GM dentro del mismo formalismo de
las perturbaciones a primer orden. Para parametrizar las posibles desviaciones del
crecimiento ΛCDM en las u´ltimas etapas de su evolucio´n (por ejemplo, corrimien-
tos al rojo z < 30 cuando las contribuciones de las especies relativistas pueden ser
despreciadas) el formalismo PPF funciona bien [48]. Como ya se dijo, la parametri-
zacio´n se puede lograr introduciendo dos funciones libres que dependan del tiempo
(o del factor de escala) y de la escala k: µ(a, k) y γ(a, k), que modifica las ecuaciones
(3.46) y (3.47) con el fin de abarcar un grupo de modelos de GM. En consecuencia,
se puede escribir:
k2ψ = −4piGa2µ(k, a)ρ∆, (3.48)
φ
ψ
= γ(k, a), (3.49)
donde se recupera RG cuando µ = γ = 1, caso σ = 0. Notese´ que, en estas ecua-
ciones, el potencial Newtoniano es ψ y aparece en el lado izquierdo de la ecuacio´n
(3.48), mientras que el potencial de curvatura φ cumple con la ecuacio´n de Poisson
(3.46). Esto es motivado por el hecho de que ningu´n observable f´ısico depende u´ni-
camente de φ. Por ejemplo, el efecto de lente gravitacional de´bil (weak gravitational
lensing) examina la combinacio´n (φ+ ψ), mientras que la agrupacio´n de la materia
y las velocidades peculiares, guardan una relacio´n ma´s cercana con ψ, que se deduce
de las ecuaciones de conservacio´n (3.44) y (3.45). Por lo tanto, las mediciones de
las velocidades peculiares y el conteo de galaxias (hasta un factor de sesgo) pue-
den restringir a la funcio´n µ ma´s directamente. Silvestri [78] ha mostrado que en
un conjunto de modelos de variables, en el que las teor´ıas locales de gravedad son
consideradas poseyentes, u´nicamente, de un grado de libertad extra y ecuaciones
de movimiento de segundo orden en el l´ımite cuasi-esta´tico, las funciones µ(a, k) y
γ(a, k) deben ser coeficientes de polinomios incluso de segundo orden para k y en
general el numerador de µ es el mismo que el denominador de γ.
Como se pretende obtener las desviaciones de las perturbaciones, en los modelos
de GM, se necesita saber la forma que tendra´ µ(a, k) y γ(a, k). Estas funciones
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provienen de las teor´ıas f(R), vistas en la seccio´n anterior, a partir de la traza de
las ecuaciones de Einstein, es decir, al tener la ecuacio´n (3.19), la traza de la ecuacio´n
es
32f ′ + f ′R− 2f = 8piGT, (3.50)
donde T = gµνTµν . La ecuacio´n (3.50) gobierna la dina´mica de un campo escalar
Φ ≡ f ′, llamado escalaron [79], con un potencial efectivo que depende de la densidad
de materia y da al escalaron una masa efectiva [43]
m2f ′ ≡
(
f ′
f ′′
−R
)
, (3.51)
en un modelo f(R) a esta masa efectiva se le asocia una longitud de onda de Compton
del escalaron, segu´n [43, 48, 50, 88, 47, 71, 66, 39]
λC =
2pi
mf ′
, (3.52)
el escalaron es un mediador de una “quinta fuerza” atractiva relacionado con la
gravedad modificada, tiene un rango determinado por la longitud de onda de Com-
pton. La longitud de onda de Compton del escalaron introduce una escala que separa
dos reg´ımenes de la dina´mica gravitacional del sub-horizonte (k  aH), durante el
cual, el comportamiento de la gravedad es diferente. Sobre las escalas λ  λC , el
escalaron es masivo y la “quinta fuerza” es exponencialmente suprimida, entonces
las desviaciones de RG son despreciables. Sin embargo, en escalas dentro del radio
de Compton, el escalaron es ligero y las desviaciones son significativas. La relacio´n
entre ψ y φ, y la relacio´n de ellos con la densidad de contraste sera´ diferente en es-
calas por debajo de la escala de Compton y eso afecta a la funcio´n de crecimiento de
la estructura. En particular, cuando λ λC , los potenciales llegan a ser ψ ' 2φ [71].
Para describir la formacio´n de estructura en un modelo f(R) es necesario ex-
pandir f ′ = f ′(R) en teor´ıa de perturbaciones, δf ′. Por lo tanto, en f(R) aparecen
nuevos te´rminos en la ecuacio´n de Poisson y en la del acoplamiento gravitacional
[43]. Uno obtiene, a primer orden [47]:
k2ψ − k2 δf
′
2f ′
+
3
2
[(
H˙ − H2
) δf ′
f ′
−
(
φ˙−Hψ
) δf˙ ′
f ′
]
=
a2
16piG
ρ
f ′
∆, (3.53)
ψ + φ = −δf
′
f ′
, (3.54)
el punto indica derivada con respecto al tiempo conforme. Pero como se men-
ciono´ arriba, el formalismo PPF trata a las perturbaciones a primer orden. Por lo
tanto, la parametrizacio´n propuesta por Bertschinger y Zukin [19] da a las funciones
µ y γ la siguiente forma:
µ(a, k) =
1 + β1λ
2
1k
2as
1 + λ21k
2as
, (3.55)
γ(a, k) =
1 + β2λ
2
2k
2as
1 + λ22k
2as
, (3.56)
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donde las βi son consideradas como acoplamientos adimensionales, λ1 es la longitud
de onda de Compton y s codifica su dependencia temporal. Como se muestra en
[88], los para´metros {βi, λ2i } esta´n relacionados de la siguiente manera
β1 =
λ22
λ21
= 2− β2λ
2
2
λ21
, (3.57)
y 1 ≤ s ≤ 4, de hecho, el modelo f(R) que se aproxima a ΛCDM es cuando s ' 4.
En la figura (3.1) se muestra el comportamiento de la funcio´n µ(a) y de igual manera
la forma de la funcio´n γ(a) para diferentes valores de s.
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Figura 3.1: A la izquierda se muestra el comportamiento de la funcio´n µ. Se ha tomado el valor
de β1 =
4
3 , λ
2
1 = 750 Mpc
2 y k2 = 9 1Mpc2 . A la derecha el comportamiento de la funcio´n γ.
Aqu´ı se ha tomado el valor de β2 =
1
2 , λ
2
2 = 1000 Mpc
2. Las gra´ficas fueron hechas con el software
Mathematica 10.0.
.
Se observa que para a→ 1, que representa la e´poca actual del Universo, implica
que µ → 1.33, γ → 1/2. Y conforme a decrece, las funciones µ y γ se aproximan a
1, es decir, las desviaciones con respecto a ΛCDM son menores.
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En la figura (3.2) se muestra el comportamiento de µ(a, k) y de γ(a, k) para
diferentes valores de s.
Figura 3.2: A la izquierda se muestra el comportamiento de la funcio´n µ(a, k), donde se ha
tomado el valor de β1 =
4
3 , λ
2
1 = 750 Mpc
2. A la derecha el comportamiento de la funcio´n γ, con
los valores de β2 =
1
2 , λ
2
2 = 1000 Mpc
2. Las gra´ficas fueron hechas con el software Mathematica
10.0.
.
Lo que significa es que; las desviaciones con respecto al modelo ΛCDM son de
aproximadamente un 33 %, dado que µ → 1.33 hoy en d´ıa. Conforme el valor de
s < 4, las desviaciones comienzan a ser evidentes, au´n cuando el valor del factor de
escala es pequen˜o. El comportamiento de la funcio´n µ es muy importante, ya que,
la formacio´n de estructura depende de e´sta, a trave´s de la ecuacio´n de Poisson.
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Cap´ıtulo 4
RSD en Modelos de Gravedad
Modificada
Uno de los problemas ma´s importantes que debe resolver la cosmolog´ıa es el
feno´meno de la formacio´n de estructura en el Universo. Este tema ha sido abordado
a partir de las perturbaciones cosmolo´gicas, llegando as´ı, a una ecuacio´n diferencial
de segundo orden para el contraste de densidad de la materia. Dicha ecuacio´n da
informacio´n de co´mo se ha estado formando la estructura en el Universo, y ma´s au´n,
se han definido dos para´metros muy importantes, que son; el factor de crecimiento
D+ y la funcio´n de crecimiento f , cuya relacio´n esta´ dada por f =
a
D
dD
da
. La funcio´n
de crecimiento esta´ relacionada con la densidad de materia en el Universo, a trave´s
de la expresio´n f = Ωγm, donde el para´metro γ es el ı´ndice de crecimiento, cuyo valor
para RG es γ ≈ 0.55.
f(z) = Ωγm(z) =
 (1 + z)3
(1 + z)3 +
Ω0Λ
Ω0m
γ . (4.1)
La teor´ıa aceptada de la gravedad es, como se sabe, RG, pero ¿en realidad es la
ma´s precisa? Es decir, ¿existira´ una teor´ıa que pueda ser ma´s precisa que e´sta? De
ser as´ı, esta nueva teor´ıa no deber´ıa desviarse mucho de RG. En verano, de 2016, se
publico´ un art´ıculo sobre mediciones de RSD a partir del espectro y el biespectro de
potencias de DR12 BOSS1 [42], en donde se dejo´ como para´metro libre a la funcio´n
de crecimiento f y se llego´ a un valor para el ı´ndice de crecimiento de γ = 0.719+0.080−0.072,
es decir, una desviacio´n de aproximadamente 30 % con respecto al valor predicho por
RG. Los autores de dicho trabajo han tratado de justificar la medicio´n atribuye´ndolo
a:
Una fluctuacio´n estad´ıstica sobre el valor medido de fσ8.
Una incertidumbre sistema´tica no registrada en los datos de BOSS o´ Planck15.
Una indicacio´n de una falla de ΛCDM o del modelo de gravedad de RG.
1Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS).
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El presente trabajo ha mostrado diferentes modelos alternativos de gravedad
modificada, de entre los cuales, el que se empleara´ para los ca´lculos es el modelo
PPF, ya que representa un modelo aproximado para muchas teor´ıas alternativas
de gravedad. Para este modelo PPF, la ecuacio´n para el contraste de densidad se
modifica como:
δ¨ + 2Hδ˙ − 3
2
H2Ωmµ(a, k)δ = 0. (4.2)
En particular, se usara´ la parametrizacio´n BZ, ver ecuacio´n (3.55). No´tese que la
ecuacio´n (4.2) ahora depende del para´metro k, que antes no se ten´ıa. Esto implica
una funcio´n de crecimiento para cada valor de k, cuyo resultado se vera´ reflejado en
el espectro de potencias de la materia. Lo que se pretende es obtener el espectro de
potencias para esta ecuacio´n. Resolver la ecuacio´n diferencial y despue´s obtener el
espectro de potencias de manera teo´rica es un tanto complicado y tedioso, as´ı que,
se hara´ uso de un co´digo que resuelve las ecuaciones de Boltzmann para todas las
componentes co´smicas, junto con las ecuaciones de gravedad modificada.
Se utilizara´ el software CosmoSIS [89, 5]. El programa calcula el espectro de
potencias de la materia en el re´gimen lineal P (k), a partir de para´metros cosmolo´gi-
cos usando el co´digo de Boltzmann, que resuelve las ecuaciones de perturbaciones
del cap´ıtulo 2, acopladas con todos los elementos del Universo: materia, radiacio´n
y neutrinos. Para los ca´lculos de gravedad modificada se tuvo que hacer un modulo
propio en el que se pudiese emplear MGCAMB2 [48, 88]. Por defecto, MGCAMB
calcula el espectro de potencias de la materia en el re´gimen lineal (perturbaciones a
primer orden). La parte no lineal (perturbaciones de orden mayor a uno) se obtiene
implementando el halofit. El halofit se refiere al halo de materia oscura y CosmoSIS
lo calcula a partir de la parte lineal. Por lo tanto, para calcular el espectro de poten-
cias de galaxias se tiene Pg(k, z) = b
2(k, z)PNL(k, z), tal como lo menciona el art´ıculo
[89]. Desafortunadamente, halofit no puede ser implementado para los modelos de
GM, pues au´n no esta´ incorporado en CosmoSIS, sin embargo, la teor´ıa de un halofit
para GM ya ha sido desarrollada [87] y existe un programa llamado MGhalofit que
calcula, u´nicamente, el halofit del modelo de gravedad f(R) de Hu-Sawicki [50], para
obtener el espectro de potencias de materia en la parte no-lineal3. CosmoSIS obtiene
el espectro de potencias como P (k) = δ2, donde P (k) es el espectro de potencias
total, no so´lo el de materia oscura o materia bario´nica.
El propo´sito del trabajo es comparar las predicciones del modelo ΛCDM y el
modelo de Bertschinger y Zukin de gravedad modificada, para la formacio´n de es-
tructura en el Universo. Esto se realizara´ a trave´s de obtener el espectro de potencias
para ambos modelos, donde por medio de las gra´ficas se observara´n sus desviacio-
nes. Adema´s, se obtendra´ el espectro de potencias para las galaxias incorporando
2Modification of Grownth with CAMB (MGCAMB). Code for Anisotropies in the Microwave
Background (CAMB).
3En CosmoSIS se puede emplear el modulo que calcula halofit a partir del espectro de potencias
lineal de algu´n modelo de GM, pero los resultados no son del todo correctos, y por tanto, no se
puede confiar en ellos.
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las distorsiones al corrimiento al rojo en ambos modelos y se observara´ cual de los
dos se ajusta mejor a los datos obtenidos por BOSS. Esta´ ma´s alla´ del propo´sito del
presente trabajo hacer un estudio estad´ıstico que soporte el valor de las desviaciones.
4.1. ΛCDM
Los primeros resultados se muestran en la figura (4.1), aqu´ı so´lo se considera el
modelo ΛCDM en donde para la ecuacio´n (4.2) el valor de µ(a, k) = 1.
Figura 4.1: Espectros de potencias. A la izquierda se muestra el espectro de potencias de materia
en el re´gimen lineal y no lineal. A la derecha se observa el espectro de potencias para la radiacio´n,
es la RCF. La forma del espectro de la RCF depende del valor de los para´metros cosmolo´gicos del
modelo ΛCDM. Las gra´ficas se obtuvieron a partir de ejecutar el demo1.ini de CosmoSIS.
.
Los para´metros cosmolo´gicos que usa CosmoSIS para obtener los dos espectros
de potencias en la figura anterior se muestran en la tabla (4.1).
Ωm Ωmo Ωb ΩΛ h0 ns t τ σ8
0.3089 0.2609 0.048 0.6911 0.6774 0.96 13.7968× 109 an˜os 0.066 0.8235
Cuadro 4.1: Valores obtenidos del mejor ajuste para los para´metros cosmolo´gicos dados por Cos-
moSIS. De hecho, son los mismos valores dados por Planck. Los valores son los usados para obtener
ambos espectros de potencias.
CosmoSIS obtiene la probabilidad de que cierto conjunto de para´metros cosmo´lo-
gicos sean correctos dados los datos. Los datos que se utilizaron para el mejor ajuste
de los para´metros son a partir de los resultados de Planck 2013 [13]. Para ma´s infor-
macio´n del como obtener el mejor ajuste para los para´metros cosmo´logicos ve´ase la
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referencia [84]. Ba´sicamente, lo que se calcula es, la probabilidad de obtener cierto
valor para los para´metros dados los datos observacionales empleando el Teorema de
Bayes.
Se observa que el punto ma´s alto para el espectro de potencias de materia co-
rresponde aproximadamente a k ≈ 0.02 h
Mpc
. Para valores un poco ma´s grandes,
se observan las oscilaciones acu´sticas de bariones y en k ≈ 0.18 h
Mpc
comienzan los
efectos de la parte no lineal, es decir perturbaciones de orden mayor a uno. Se puede
ver mejor en la figura (4.2).
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Figura 4.2: Espectro de potencias de materia. Se observa que el valor ma´ximo de P (k) corresponde
a k ≈ 0.017. Los efectos del re´gimen no-lineal se encuentran en k ≈ 0.15. De igual manera se
observan unas pequen˜as oscilaciones para 0.05 ≤ k ≤ 0.25, que corresponde precisamente a BAO.
La l´ınea negra representa la separacio´n entre los efectos del re´gimen lineal y no-lineal.
Tambie´n, es de intere´s obtener la evolucio´n del factor de crecimiento D(z) y de la
funcio´n de crecimiento f(z). CosmoSIS obtiene dicha evolucio´n pero no resolviendo
la ecuacio´n (4.2) con µ = 1, sino resolviendo las ecuaciones de Boltzmann completas.
Es decir, df/dt = 0 y df/dt = C(f) donde C(f) es el te´rmino colisional, y en general
la funcio´n de distribucio´n (f) depende de las posiciones, momentos y del tiempo.
Las ecuaciones de Boltzmann se resuelven de forma acoplada con las ecuaciones de
Einstein perturbadas, ver referencia [62].
Ahora bien, si la ecuacio´n (4.2) se reescribe en te´rminos de derivadas con respecto
al factor de escala y no con respecto a t, y dada la definicio´n del para´metro de
desaceleracio´n q, ver ecuacio´n (1.43), se llega a que,
δ′′ + (2− q)δ
′
a
− 3
2
Ωm
a2
δ = 0, (4.3)
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donde el apostrofe denota la derivada con respecto al factor de escala. Si ahora, se
define el crecimiento como la razo´n de la amplitud de perturbacio´n en algu´n factor
de escala arbitrario en relacio´n con algu´n factor de escala inicial, D = δ(a)/δ(ai), la
ecuacio´n vendra´ dada como:
D′′ +
3
2
[
1− w(a)
1 +X(a)
]
D′
a
− 3
2
X(a)
1 +X(a)
D
a2
= 0, (4.4)
donde se ha tomado:
X(a) =
Ωm
1− Ωm exp
[
−3
∫ 1
a
ω(a′) d Ln(a′)
]
= Ωma
−3
/
(δH2/H20 ), (4.5)
(δH2/H20 ) = (1− Ωm) exp
[
3
∫ 1
a
ω(a′) d Ln(a′)
]
, (4.6)
ω(a) = ω0 + (1− a)ωa. (4.7)
No´tese que, para modelos de GM y el modelo ΛCDM, ωa = 0 y ω = −1. Finalmente,
al hacer el cambio, G = D/a, se obtiene:
G′′ +
[
7
2
− 3
2
ω(a)
1 +X(a)
]
G′
a
+
3
2
1− ω(a)
1 +X(a)
G
a
= 0. (4.8)
A trave´s de la ecuacio´n de Poisson (3.48), G, esta´ relacionada con el potencial
gravitacional y el campo de velocidades peculiares [58]. Por lo tanto, D = G · a y
f = (a/D) ·(dD/da) = 1+(G′ ·a/G). La evolucio´n de las funciones se representan en
la figura (4.3). Aqu´ı se han elegido los mismos para´metros que en el cuadro (4.1). Al
evolucionar el tiempo (z disminuye) D(z) aumenta y se forma la estructura y f(z)
decrece. Hoy en d´ıa la funcio´n de crecimiento decrece porque las perturbaciones D(z)
esta´n dejando de crecer. Cuando empieza a dominar la energ´ıa oscura la expansio´n
es muy ra´pida y hace que las perturbaciones dejen de crecer.
Con los datos que se han obtenido de la funcio´n de crecimiento dados por Cos-
moSIS, se obtiene el mejor ajuste para el valor de γ a partir de la ecuacio´n (4.1),
ver figura (4.4).
El valor obtenido por el ajuste es γ = 0.550494 ± 0.0001373, con un error del
0.02494 %. Que corresponde justo a ΛCDM.
Hasta ahora, so´lo se ha hablado del modelo ΛCDM, pero se pretende abordar el
modelo BZ de GM ya mencionado anteriormente, en el cual, se debera´n ajustar los
para´metros adecuados para dicho modelo.
La asignacio´n de los valores para la paremetrizacio´n (3.55) y (3.56) se ha realizado
siguiendo el art´ıculo [88], de modo que, β1 =
4
3
, λ21 = 750 Mpc
2, β2 =
1
2
, λ22 =
1000 Mpc2. Se debe recordar que, cuando s = 4, el modelo se aproxima a RG.
Entonces, la ecuacio´n (4.2) estara´ dada por:
δ¨ + 2Hδ˙ − 3
2
H2Ωm
[
1 + (1000 Mpc2)k2as
1 + (750 Mpc2)k2as
]
δ = 0. (4.9)
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Figura 4.3: Evolucio´n del factor de crecimiento y la funcio´n de crecimiento, donde d(z) = D(z).
Se observa que, actualmente, la funcio´n de crecimiento disminuye, y es debido a que las perturba-
ciones esta´n dejando de crecer. D(z) aumenta, pero conforme pase el tiempo, ya no la hara´ pues
el universo se sigue expandiendo y evitara´ el crecimiento de D(z).
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Figura 4.4: Datos obtenidos por CosmoSIS para la funcio´n de crecimiento (puntos verdes) y
el mejor ajuste a la curva (l´ınea roja), en la gra´fica f(x) corresponde a f(z). La l´ınea roja va
justamente sobre la l´ınea verde pues el ajuste es muy preciso. Gra´fica obtenida con gnuplot, emplea
el me´todo de mı´nimos cuadrados para obtener el mejor ajuste.
El lector debe darse cuenta de que la ecuacio´n (4.9) ahora depende del nu´mero de
onda k, es decir, para cada valor de k existe una funcio´n de crecimiento diferente,
cosa que no sucede en la cosmolog´ıa de ΛCDM. Adema´s, tambie´n para cada valor
de s existe una funcio´n de crecimiento f(k, z) diferente. De igual manera, para cada
s existe un espectro de potencias diferente. Cada punto en la curva del espectro de
potencias corresponde a una funcio´n de crecimiento diferente.
67
La manera en como se obtendra´ la funcio´n de crecimiento para este modelo
de GM, es a trave´s de la funcio´n µ(a, k) en la ecuacio´n de Poisson para obtener la
ecuacio´n (4.2) y despue´s, aplicando el mismo procedimiento para obtener la ecuacio´n
(4.8), se llega a la ecuacio´n efectiva para PPF,
G′′ +
[
7
2
− 3
2
ω(a)
1 +X(a)
]
G′
a
+
3
2
[
1− ω(a) +X(a)[1− µ(a, k)]
1 +X(a)
]
G
a
= 0, (4.10)
donde, para µ = 1, se recupera ΛCDM, de igual manera se recupera cuando k = 0.
La ecuacio´n (4.10) no viene por defecto en CosmoSIS, as´ı que, lo que se hizo fue
modificar en el co´digo que utiliza el (demo8.ini) de CosmoSIS, donde se resuelve
dicha ecuacio´n. Y para obtener el espectro de potencias de materia se utilizara´ MG-
CAMB, de 2012 [48, 88], el cual viene incorporado en CosmoSIS.
A continuacio´n, se muestran los resultados obtenidos para los distintos valores
de s en la ecuacio´n (4.10). Se pretenden obtener los diferentes espectros de potencias
tanto de materia como de radiacio´n, para identificar las desviaciones con respecto al
modelo ΛCDM y, finalmente, ver que modelo se ajusta mejor a los datos obtenidos
por BOSS en DR12 publicados en 2016 [40, 41, 42].
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4.2. Modelo 1
Para el primer modelo, se considera s = 1. Al hacer el ajuste de los para´metros
cosmolo´gicos para este modelo se obtiene el espectro de potencias en el re´gimen
lineal, ver figura (4.5), y el ajuste se muestra en la tabla (4.2).
Ωm Ωmo Ωb ΩΛ h0 ns τ σ8
0.3103 0.2622 0.048 0.6896 0.6774 0.96 0.066 1.2598
Cuadro 4.2: Valores obtenidos del mejor ajuste para los para´metros cosmolo´gicos del modelo
BZ con s = 1, dados por CosmoSIS. Los valores son los usados para obtener ambos espectros de
potencias.
Se observa que, el cuadro (4.2) es parecido al (4.1) excepto que en el cuadro (4.2)
el valor de Ωm es un poco mayor, pero sobre todo el valor de σ8 que es la amplitud
del rms de las perturbaciones en 8 Mpc, hoy en d´ıa. Es decir, el modelo de GM
genera ma´s colapso que ΛCDM.
Figura 4.5: Espectros. A la izquierda se muestra el espectro de potencias de materia en el re´gimen
lineal. A la derecha se observa el espectro de potencias para la radiacio´n, el cual, so´lo depende del
valor de los para´metros cosmolo´gicos del cuadro (4.2). Se obtuvieron a partir de ejecutar mgcamb.ini
de CosmoSIS.
.
Aparentemente, este espectro de potencias de materia decae menos ra´pido que
para ΛCDM a partir del re´gimen no lineal. Pero lo que interesa es que los modelos
sean similares dentro del re´gimen lineal, puesto que, la parte no-lineal no esta´ bien
calculada por CosmoSIS. Ma´s adelante se hara´ la comparacio´n directa con todos los
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modelos.
CosmoSIS obtiene la funcio´n de crecimiento f = f(k, z) resolviendo la ecuacio´n
(4.10) con s = 1, la cual se muestra en la figura (4.6) para diferentes valores de k.
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Figura 4.6: Evolucio´n de la funcio´n de crecimiento para diferentes valores de k. Donde a partir
de k = 0.034 todas las dema´s gra´ficas sobrepasan el valor de 1 para la funcio´n de crecimiento.
En realidad no hay ninguna restriccio´n para la cual la funcio´n de crecimiento tenga que estar por
debajo de 1. El que su valor se mayor, so´lo indica que para esas escalas, el crecimiento de las
perturbaciones δ son pequen˜as. Esto no suced´ıa en el modelo ΛCDM, dado que, el crecimiento de
las perturbaciones es igual para todas las escalas.
Los resultados muestran que, para valores pequen˜os de k, las desviaciones con
respecto a ΛCDM no son muy grandes. Si se quisiera estudiar la parte no-lineal, se
tendr´ıan que implementar las perturbaciones a segundo orden o´ mayores.
Se pretenden obtener los valores del ı´ndice de crecimiento para las diferentes
funciones de crecimiento dependientes de k. Como f(z) = Ωγm(z), ver ecuacio´n (4.1),
pero para nosotros f = f(k, z), entonces, se debe encontrar una ecuacio´n similar.
As´ı que, se propone la siguiente funcio´n de crecimiento;
f(k, z) =
(
k
k0
)α
+ Ωγm(z) =
(
k
k0
)α
+
 (1 + z)3
(1 + z)3 +
Ω0Λ
Ω0m
γ , (4.11)
A este nuevo para´metro α se le llamara´ ı´ndice de crecimento espacial. Mientras que,
se hara´ referencia a γ como el ı´ndice de crecimiento temporal. Donde k0 es la escala
de pivote del espectro de potencias y su valor sera´ tomado como 1. Se tiene que,
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para k = 0 se recupera la funcio´n de crecimiento dada por el modelo ΛCDM y para
valores pequen˜os de k se espera que α ≈ 1 y no contribuya mucho a f(z). Con
los datos obtenidos por CosmoSIS para la funcio´n de crecimiento, los ajuste de los
para´metros α y γ se observan en el cuadro (4.3).
En la figura (A.1) se muestran las gra´ficas de los ajustes correspondientes al
cuadro (4.3). En todos los casos, los ajustes son mejores que el 0.4 %, lo que implica
un grado de incertidumbre adecuado para comparar con los datos actuales o incluso
con DESI (por sus siglas en ingle´s, Dark Energy Spectroscopic Instrument).
f(k, z) γ Error porcentual α Error porcentual
f(0.01, z) 0.547614± 0.0002802 0.05117 % 1.22055± 0.004284 0.351 %
f(0.034, z) 0.528023± 0.001281 0.2426 % 1.02748± 0.003156 0.3071 %
f(0.106, z) 0.58781± 0.002384 0.4055 % 0.933117± 0.002137 0.2291 %
f(0.25, z) 0.658728± 0.00167 0.2536 % 1.26704± 0.001652 0.1303 %
f(0.310817, z) 0.668269± 0.001541 0.2306 % 1.47522± 0.001739 0.1179 %
Cuadro 4.3: Valores de los ı´ndices de crecimiento para valores diferentes de k. El valor de γ crece
conforme crece el valr de k, excepto en k = 0.034 hMpc y valores cercanos a e´ste. Los valores de α
dependen de la escala en la que se este observando.
4.3. Modelo 2
El segundo modelo corresponde a s = 2. El ajuste de los para´metros cosmolo´gicos
se muestran en el cuadro (4.4), a partir de estos para´metros se obtienen los espectros
de potencias de la figura (4.7).
Ωm Ωmo Ωb ΩΛ h0 ns τ σ8
0.3217 0.2732 0.0485 0.6782 0.6669 0.9777 0.066 0.9847
Cuadro 4.4: Valores obtenidos del mejor ajuste para los para´metros cosmolo´gicos del modelo
BZ con s = 2, dados por CosmoSIS. Los valores son los usados para obtener ambos espectros de
potencias.
La funcio´n de crecimiento para diferentes valores de k se muestra en la figura
(4.8). Como ya se menciono´, para k pequen˜as se recupera el modelo ΛCDM que co-
rresponde a la l´ınea roja de la figura anterior. Para valores grandes de k, la funcio´n
de crecimiento es mayor que la del modelo ΛCDM. Hacemos notar que en la medida
que k crece nos acercamos a las escalas no-lineales.
Las figuras (4.6) y (4.8) son gra´ficas que se leen de derecha a izquierda (a medida
que crece el tiempo co´smico) pues para valores grandes de z, se observa el Universo
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Figura 4.7: A la izquierda se muestra el espectro de potencias de materia en el re´gimen lineal. A la
derecha se observa el espectro de potencias para la radiacio´n. Se obtuvieron ejecutando mgcamb.ini
de CosmoSIS.
.
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Figura 4.8: Evolucio´n de la funcio´n de crecimiento para diferentes valores de k, donde a partir
de k = 0.064025 todas las dema´s gra´ficas sobrepasan el valor de 1 para la funcio´n de crecimiento,
lo que significa que, el crecimiento de las sobredensidades son pequen˜as.
en sus primeros an˜os y para z = 0, se mira al Universo hoy en d´ıa. Para z negativos
se obtienen valores futuros de la funcio´n de crecimiento. Ser´ıa interesante saber a
que valor converger´ıan estas gra´ficas ma´s alla´ de z = 0, es decir, los valores negativos
de z. Probablemente sean iguales en algu´n punto, y despue´s de e´ste, la evolucio´n de
las sobredensidades ser´ıa la misma para todas las regiones del Universo, al igual que
en el modelo ΛCDM, es decir, sin dependencia de k.
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En la cuadro (4.5) se muestran los ajustes para α y γ correspondientes a algunos
valores de k.
f(k, z) γ Error porcentual α Error porcentual
f(0.001, z) 0.552235± 0.0001589 0.02877 % 1.0709± 0.00955 0.8918 %
f(0.064025, z) 0.478478± 0.002057 0.43 % 1.34096± 0.007963 0.5938 %
f(0.116501, z) 0.487775± 0.003677 0.7538 % 1.27699± 0.007057 0.5527 %
f(0.168977, z) 0.522125± 0.004032 0.7721 % 1.31586± 0.006092 0.463 %
f(0.315185, z) 0.597194± 0.003247 0.5437 % 1.67487± 0.004791 0.2861 %
Cuadro 4.5: Se muestran los valores de los ı´ndices de crecimiento para diferentes k. Ajustes
determinados con gnuplot.
Los valores de γ y α parece que no tienen relacio´n mono´tona, es decir, de si
llevan una tendencia creciente o decreciente. Se puede deber a que en esta zona se
encuentra BAO.
En la figura (A.2) se muestran las gra´ficas de los ajustes de algunos valores
correspondientes al cuadro (4.5).
4.4. Modelo 3
Para el tercer modelo, s = 3. De igual manera el valor de los para´metros cos-
molo´gicos se muestra en el cuadro (4.6), obteniendo as´ı los espectros de potencias
correspondientes, ver figura (4.9).
Ωm Ωmo Ωb ΩΛ h0 ns τ σ8
0.3212 0.2731 0.0480 0.6787 0.6654 0.9795 0.066 0.9142
Cuadro 4.6: Valores obtenidos del mejor ajuste para los para´metros cosmolo´gicos del modelo
BZ con s = 3, dados por CosmoSIS. Los valores son los usados para obtener ambos espectros de
potencias.
La funcio´n de crecimiento para diferentes valores de k se muestra en la figura
(4.10). En el cuadro (4.7) se muestran los valores de γ y α. Para este modelo, los
valores de γ al parecer siempre son menores que para ΛCDM, aunque en el u´ltimo
punto el valor va aumentando, lo cual supone que, para k ma´s grande el valor
de γ sea mayor que para ΛCDM. Dado que γ disminuye con respecto al valor de
ΛCDM, el valor de α aumenta, y se puede interpretar como si el crecimiento de
las sobredensidades fuese menor que para el modelo ΛCDM. En la figura (A.3) se
muestran los ajustes correspondientes al cuadro (4.7).
73
Figura 4.9: Espectros de potencias. A la izquierda se muestra el espectro de potencias de materia
en el re´gimen lineal. A la derecha se observa el espectro de potencias para la radiacio´n.
.
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Figura 4.10: Evolucio´n de la funcio´n de crecimiento para diferentes valores de k, donde a partir
de k ≈ 0.168977 todas las dema´s gra´ficas sobrepasan el valor de 1 para la funcio´n de crecimiento.
Gra´fica obtenida con gnuplot.
f(k, z) γ Error porcentual α Error porcentual
f(0.001, z) 0.552249± 0.0001583 0.02867 % 1.07225± 0.009606 0.8959 %
f(0.064025, z) 0.4727022± 0.0009049 0.1914 % 1.97313± 0.02 1.014 %
f(0.116501, z) 0.439328± 0.002814 0.6405 % 1.81148± 0.01762 0.9728 %
f(0.168977, z) 0.44021± 0.004197 0.9535 % 1.80943± 0.01613 0.8914 %
f(0.315185, z) 0.488838± 0.00535 1.094 % 2.11756± 0.01415 0.668 %
Cuadro 4.7: Se muestran los valores de los ı´ndices de crecimiento a diferentes k. Ajustes deter-
minados con gnuplot.
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4.5. Modelo 4
Para el cuarto y u´ltimo modelo corresponde a s = 4, que en principio deber´ıa
ser similar a ΛCDM [39, 88], pues a partir de la ecuacio´n (3.55), el factor de escala,
que es, a lo ma´s, igual a 1, cualquier nu´mero menor que 1 elevado a una potencia
de orden 4, tiende a cero. Si a4 → 0, para valores de a < 1, implica que µ → 1, y
justo aqu´ı se recupera el modelo ΛCDM. Los valores de los para´metros cosmolo´gicos
se muestran en la tabla (4.8) y los espectros de potencias se muestran en la figura
(4.11).
Ωm Ωmo Ωb ΩΛ h0 ns τ σ8
0.3340 0.2849 0.0490 0.6659 0.6578 0.9754 0.066 0.9238
Cuadro 4.8: Valores obtenidos del mejor ajuste para los para´metros cosmolo´gicos del modelo
BZ con s = 4, dados por CosmoSIS. Los valores son los usados para obtener ambos espectros de
potencias.
Figura 4.11: A la izquierda se muestra el espectro de potencias de materia en el re´gimen lineal.
A la derecha se observa el espectro de potencias para la radiacio´n. Aparentemente es similar a
ΛCDM. Se obtuvieron ejecutando mgcamb.ini de CosmoSIS.
.
La funcio´n de crecimiento para diferentes valores de k se muestra en la figura
(4.12). Para este modelo, el crecimiento de las sobredensidades es similar al predi-
cho por el modelo ΛCDM para valores de z grandes, o valores de a pequen˜os.En el
cuadro (4.9) se muestran los valores de γ y α. Para este modelo, mientras el valor
de γ decrece con el aumento de k, y el valor de α crece, la razo´n es que siendo el
modelo ma´s pro´ximo a ΛCDM la cantidad k
k0
α → 0.
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Figura 4.12: Evolucio´n de la funcio´n de crecimiento para diferentes valores de k, donde al parecer
ninguna sobrepasa el valor de 1. El resultado era de esperarse pues este modelo deber ajustarse
mejor a ΛCDM segu´n lo dicho al inicio de la seccio´n.
f(k, z) γ Error porcentual α Error porcentual
f(0.001, z) 0.552261± 0.0001581 0.02863 % 1.07249± 0.009608 0.8959 %
f(0.116501, z) 0.43898± 0.001326 0.3021 % 2.8832± 0.08329 2.889 %
f(0.168977, z) 0.417799± 0.002696 0.6454 % 2.58899± 0.04211 1.626 %
f(0.315185, z) 0.417185± 0.005214 1.25 % 2.8451± 0.03355 1.179 %
Cuadro 4.9: Se muestran los valores de los ı´ndices de crecimiento a diferentes k. Ajustes deter-
minados con gnuplot.
En la figura (A.4) se muestran las gra´ficas de los ajustes correspondientes al
cuadro (4.9).
4.6. Comparacio´n de los Modelos
Se aprecia que en la zona de BAO, para el espectro de potencias de materia, las
oscilaciones son ma´s evidentes para s < 4. La l´ınea negra en el espectro de potencias
de materia, representa el l´ımite en el que las perturbaciones lineales son validas.
Despue´s de este valor, es decir, para escalas ma´s pequen˜as, comienzan los efectos de
las perturbaciones no lineales. El hecho de que el espectro de potencias de materia
para cada modelo sea mayor, en amplitud, que el modelo ΛCDM, es por la cantidad
de materia oscura que requiere cada modelo. Al observar el espectro de potencias
de la radiacio´n, el modelo ma´s pro´ximo al modelo ΛCDM es el Modelo 1, lo que es
interesante, ya que segu´n la ecuacio´n (3.55), este Modelo 1 es el que ma´s se desv´ıa
de ΛCDM. La figura (4.13) muestra la superposicio´n de los espectros de potencias
para estos modelos. La figura (4.14) muestra con mayor precisio´n las desviaciones
de los modelos.
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Figura 4.13: En la figura superior, se muestra el espectro de potencias de materia en el re´gimen
lineal para los distintos valores de s. Los modelos 3 y 4 son muy similares entre ellos y, adema´s,
son los ma´s pro´ximos a ΛCDM en el re´gimen lineal. En la figura inferior, se observa el espectro
de potencias para la radiacio´n. Los modelos son similares entre ellos y adema´s similares a ΛCDM,
aunque hay diferencias apreciadas en la altura del primer pico y se debe a la cantidad de materia
que hay para cada modelo.
.
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Figura 4.14: En el espectro de potencias de materia se observa que el modelo 1 es igual a ΛCDM
para k < 0.004 y los dema´s modelos van por debajo de ΛCDM pero despue´s de k ≈ 0.03 estos
modelos 2, 3 y 4 van por encima de e´ste. Los modelos 3 y 4 son pra´cticamente los mismos. Para
el espectro de potencias de la radiacio´n los modelos son consistentes con ΛCDM. Las desviaciones
se observan en la altura del primer pico y e´sto se debe a la cantidad de materia que se obtuvo para
cada modelo. El modelo ma´s pro´ximo al primer pico es el modelo 1.
.
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En la figura (4.15) se muestra el comportamiento de la funcio´n de crecimiento
en k = 0.116501, para los distintos modelos. Los modelos difieren en la funcio´n de
crecimiento para un valor dado de k. En particular, se eligio´ ese valor de k para la
figura (4.15), ya que si se hubiese elegido uno ma´s pequen˜os como k = 0.01 todos
ser´ıan similares a ΛCDM. El hecho de que los modelos difieran, es debido a que,
cada uno predice un crecimiento de las perturbaciones de forma diferente.
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9
 1
 1.1
 1.2
 0  50  100  150  200  250  300
Fu
nc
ió
n 
de
 c
re
ci
m
ie
nt
o 
 f 
(z)
Corrimiento al rojo  z
"LCDM"
"Modelo 1"
"Modelo 2"
"Modelo 3"
"Modelo 4"
Figura 4.15: Evolucio´n de la funcio´nde crecimiento para k = 0.116501. Como el modelo ΛCDM
no depende de la escala, so´lo se muestra una gra´fica que describe la evolucio´n de las sobredensidades
en todo el Universo.
4.7. Incorporacio´n de RSD
Por el momento, so´lo se han mostrado los resultados para el espectro de potencias
de la materia oscura sin los efectos de las distorsiones de corrimiento al rojo, causa-
dos por las galaxias. Para incorporar tal efecto, se deben usar las ecuaciones (2.62)
y (2.64). Acorde con el art´ıculo de A. J. S. Hamilton [45], donde en 1992 Hamilton
propone la idea de descomponer la funcio´n de correlacio´n en armo´nicos, dentro del
espacio de corrimiento al rojo (s). La conexio´n para el espectro de potencias fue
clasificado por Cole, Fisher y Weinberg en 1994, donde se asume la aproximacio´n
plano-paralelo, mencionado anteriormente.
El espectro de potencias, en el espacio s, con la incorporacio´n de las distorsiones
al corrimiento al rojo, puede ser escrito como una suma de armo´nicos pares, P sl (k),
es decir,
P 2(k) =
∑
l pares
Pl(µk)P sl (k), P sl (k) ≡
(2l + 1)
4pi
∫
Pl(µk)P s(k)dok, (4.12)
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donde Pl(µk) son los polinomios de Legendre, y dok se refiere al intervalo de a´ngulo
so´lido en el espacio de Fourier. Los armo´nicos impares desaparecen por la simetr´ıa de
intercambio de pares, y los armo´nicos azimutales no nulos desaparecen por simetr´ıa
alrededor de la l´ınea de visio´n. En el re´gimen l´ıneal, la ecuacio´n de Kaiser (2.62)
muestra que el espectro de potencias en el espacio s se reduce a la suma de los
armo´nicos monopolar (l = 0), cuadrupolar (l = 2) y hexadecapolar (l = 4),
P s(k) = P0(µk)P s0 (k) + P2(µk)P s2 (k) + P4(µk)P s4 (k), (4.13)
donde los armo´nicos P sl del espectro de potencias en el espacio s esta´n relacionados
con el espectro de potencias en el espacio real P (k) de la siguiente manera:
P s0 (k) =
(
1 +
2
3
β +
1
5
β2
)
P (k), monopolo, (4.14)
P s2 (k) =
(
4
3
β +
4
7
β2
)
P (k) cuadrupolo, (4.15)
P s4 (k) =
8
35
β2P (k), hexadecapolo. (4.16)
donde β es el para´metro lineal de distorsio´n de corrimiento al rojo. Los polinomios de
Legendre son: P0(cos θ) = 1, P2(cos θ) = 14(1+3 cos 2θ), P4(cos θ) = 164(9+20 cos 2θ+
35 cos 4θ). Recordar que se esta tomando el espectro de potencias de galaxias. Si se
usa la ecuacio´n (2.64) donde se toma en cuenta el espectro de potencias de materia,
la expansio´n multipolar es:
P sg (k) =
[(
b2 +
2
3
bf +
1
5
f 2
)
P0(cos θ) +
(
4
3
bf +
4
7
f 2
)
P2(cos θ) + 8
35
f 2P4(cos θ)
]
Pmo(k).
(4.17)
No´tese que el hexadecapolo no depende del bias. En la figura (4.16) se muestran los
efectos de los multipolos para un perturbacio´n esfe´rica (l´ınea delgada).
Figura 4.16: Formas de los armo´nicos monopolar (l = 0), cuadrupolar (l = 2) y hexadecapolar
(l = 4), son las l´ıneas gruesas. Las deformaciones son vistan en el espacio de corrimiento al rojo.
Tomado de [45].
Para este trabajo se tomara´ b = 1 y θ = 0, por lo tanto, la ecuacio´n (4.17) resulta
ser,
P sg (k) =
[(
1 +
2
3
f +
1
5
f 2
)
+
(
4
3
f +
4
7
f 2
)
+
8
35
f 2
]
Pmo(k). (4.18)
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Tambie´n se comparara´ con algunos datos realizados por el telescopio SDSS III
(Sloan Digital Sky Survey) [36], proyecto BOSS [30], que midieron los corrimientos
al rojo espectrosco´picos para ma´s de 1 millo´n de galaxias y ma´s de 200,000 cua´sa-
res. El cata´logo de galaxias utilizo´ dos algoritmos primarios, seleccionando mues-
tras llamadas LOWZ con 361,762 galaxias en los datos finales de DR12 [16] entre
0.15 ≤ z ≤ 0.43 y CMASS con 777,202 galaxias en DR12 entre 0.43 ≤ z ≤ 0.70 [41].
Para este trabajo se tomara´n los datos de CMASS, con un valor efectivo para el
corrimiento al rojo de 0.57 (zef = 0.57), adema´s se compara con los datos para el
cuadrupolo u´nicamente. As´ı para el modelo ΛCDM se tendra´ que elegir el espectro
de potencias en zef y el valor de la funcio´n de crecimiento para el mismo zef , es
decir,
P sg (k, zef ) =
(
4
3
f(zef ) +
4
7
f 2(zef )
)
Pmo(k, zef ). (4.19)
Los resultados se muestran en en la figura (4.17), donde el te´rmino cuadrupolar
toma el valor de 1.38 para f(zef ) = 7.78× 10−1.
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Figura 4.17: A la izquierda se muestran los datos de BOSS junto con el modelo ΛCDM. A la
derecha se muestra la misma gra´fica pero en un rango ma´s pequen˜o para k. El modelo ΛCDM se
aproxima muy bien a los datos en la parte lineal (k ≤ 0.1). Figura obtenida con gnuplot.
En la figura (4.17) se aprecia como el modelo ΛCDM se aproxima a los datos en
la parte lineal, pero a partir de k ≈ 0.18 los datos tienen una descenso muy ra´pido
que no concuerda con tal modelo. Pero esta parte pertenece al re´gmen no-lineal
as´ı que el modelo no permite afirmar nada y no es tema de estudio en este trabajo.
Mientras que la parte lineal del modelo se aproxima bastante a los datos, porque el
factor (1 +βµ2k)
2 (factor de Kaiser) es para una teor´ıa lineal. Para la parte no-lineal
81
ese factor deber´ıa ser diferente.
Para el modelo de GM de BZ se tendra´ que obtener la funcio´n de crecimiento
para cada valor de k en zef = 0.57 y obtener el factor de Kaiser para el cuadrupolo.
Entonces, para los modelos de gravedad modificada ahora tenemos una dependencia
en k:
P sg (k, zef ) =
(
4
3
f(k, zef ) +
4
7
f 2(k, zef )
)
Pmo(k, zef ). (4.20)
La figura (4.18) muestra los resultados del Modelo 1.
 100
 1000
 10000
 100000
 0.01  0.1
P(k
)  (
Mp
c/h
)3
k  (h/Mpc)
"LCDM"
"Modelo 1"
"Mediciones CMASS DR12 cuadrupolo"
Figura 4.18: Espectro de potencias de galaxias para el Modelo 1. Se observa que para k pequen˜os
se recupera el modelo ΛCDM y para valores un poco ma´s grandes, pero dentro del re´gimen lineal,
el modelo con s = 1 se ajusta un poco mejor a los datos hasta k ≈ 0.07, despue´s, tanto los datos
como el modelo ΛCDM descienden.
Se observa como la gra´fica del Modelo 1 no decae como lo hace el modelo ΛCDM,
y es porque la funcio´n de crecimiento para valores grandes de k, f(k, z) es tambie´n
grande, como lo muestra la figura (4.6). Como se menciono antes, el Modelo 1 debe
describir la parte lineal, por lo tanto, el comportamiento que muestra en esta regio´n,
se apega ma´s a los datos de CMASS que el Modelo ΛCDM, hasta que para k ≈ 0.1
el Modelo 1 se desv´ıa ma´s de los datos que el modelo ΛCDM. Para valores au´n ma´s
grandes que 0.1 corresponden a la parte no-lineal y no sera´ tomado en cuenta.
De igual manera, para obtener el espectro de potencias de galaxias en el Modelo
2, se tuvo que tomar la funcio´n de crecimiento para cada valor de k, en el mismo
zef , obteniendo as´ı el factor de Kaiser para el cuadrupolo, despue´s, multiplicar este
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factor de Kaiser por el espectro de potencias de materia oscura, en el espacio real,
para su correspondiente valor de k. Se tomaron 34 puntos para k, en un rango de
0.030243 ≤ k ≤ 0.315135, se tomo´ este rango porque para k ≈ 0.03, o valores
menores, el Modelo 2 tiende a ser ide´ntico a ΛCDM. Este mismo rango de valores
es considerado para los siguientes modelos 3 y 4. Los resultados del Modelo 2 se
muestran en la figura (4.19).
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Figura 4.19: Espectro de potencias de galaxias para el Modelo 2. Se observa que para k pequen˜os
se recupera el modelo ΛCDM, que lo que se esperaba, pues para estas escalas se tiene la cosmolog´ıa
de fondo. Este Modelo 2 se ajusta un mejor a los datos de CMASS que el modelo ΛCDM, dentro del
re´gimen lineal. De igual manera que en los demas espectros de potencias, la l´ınea negra representa
el l´ımite de validez de la teor´ıa de perturbaciones lineales.
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En el Modelo 3, se tiene que en k ≈ 0.07 y valores ma´s pequen˜os, ambos modelos
(ΛCDM y Modelo 3) son similares. El Modelo 3 se ajusta bien a los datos de CMASS,
au´n para rangos de k que pertenecen al re´gimen no-lineal, pero no se puede confiar en
ellos, pues la teor´ıa no ha sido desarrollada para explicar esos puntos. Los resultados
se muestran en la figura (4.20).
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Figura 4.20: Espectro de potencias del Modelo 3. Se observa que el Modelo 3 es muy similar
al Modelo ΛCDM. Logra ajustarse mejor a los datos CMASS que el modelo ΛCDM, dentro del
re´gimen lineal.
Los resultados del Modelo 4 se muestran en la figura (4.21). Como ya se hab´ıa
visto, el Modelo 3 y 4 son casi ide´nticos, ver figura (4.14). Ma´s adelante se vera´ que
en los efectos de RSD su similitud tambie´n se preserva.
El Modelo 4, efectivamente, se aproxima bastante al Modelo ΛCDM dentro del
re´gimen lineal. La diferencia que se muestra es debido a que; el Modelo ΛCDM tiene
valores fijos para una sola funcio´n de crecimiento, ya que e´sta no depende de la
escala k. El Modelo 4 si depende de la escala k, dando lugar a valores diferentes,
y cada vez ma´s grandes, conforme k crece, para las funciones de crecimiento en el
mismo zef .
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Figura 4.21: Espectro de potencias de galaxias para el Modelo 4. Se observa que el Modelo 4 es
muy similar al Modelo ΛCDM. Logra ajustarse mejor a los datos de CMASS que el modelo ΛCDM,
dentro del re´gimen lineal. El hecho de que sean parecidos significa que, ambos modelos predicen una
formacio´n de estructura de manera similar, aun cuando, ba´sicamente, la teor´ıa de perturbaciones
bajo la que esta´n cimentadas son diferentes.
En la figura (4.22) se muestra una comparacio´n de todos los modelos y de los
datos obtenidos por BOSS. Aqu´ı se puede ver que los Modelos 3 y 4, en los efectos
de RSD, preservan su similitud y ambos son los ma´s pro´ximos a el Modelo ΛCDM.
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Figura 4.22: Espectros de potencias de galaxias. Se aprecia como todos los modelos se ajustan
a los datos de CMASS dentro del re´gimen lineal, salvo por el Modelo 1 que antes del l´ımite del
re´gimen lineal comienza a desviarse mucho.
El Modelo que se ajusta mejor a los datos es el Modelo 2, pero so´lo dentro del
re´gimen lineal, donde de hecho es va´lido. En el cuadro (4.10) se muestran los valores
de los para´metros cosmolo´gicos para todos los modelos.
Modelos Ωm Ωmo Ωb ΩΛ h0 ns τ σ8
ΛCDM 0.3089 0.2609 0.048 0.6911 0.6774 0.96 0.066 0.8235
Modelo 1 0.3103 0.2622 0.048 0.6896 0.6774 0.96 0.066 1.2598
Modelo 2 0.3217 0.2732 0.0485 0.6782 0.6669 0.9777 0.066 0.9847
Modelo 3 0.3212 0.2731 0.048 0.6787 0.6654 0.9795 0.066 0.9142
Modelo 4 0.3340 0.2849 0.049 0.6659 0.6578 0.9754 0.066 0.9238
Cuadro 4.10: Para´metros cosmolo´gicos. Se observa que la cantidad de materia total siempre es
mayor que para el ΛCDM, la tasa de crecimiento va disminuyendo y el colapso gravitacional es
ma´s grande para el modelo BZ, donde es ma´s evidente para s = 1.
En todos los casos, el colapso gravitacional es mayor que para el modelo ΛCDM,
esto se aprecia justamente con el para´metro σ8. El para´metro Ωm, de igual manera,
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es mayor que para el modelo ΛCDM. Es curioso notar que, la tasa de expansio´n, h0,
disminuye conforme s aumenta. El valor del ı´ndice espectral ns siempre es mayor o
igual en el modelo de GM que en el modelo ΛCDM, lo cual quiere decir, que el modelo
de GM predice con mayor precisio´n una invariancia de escala para las fluctuaciones,
es decir, que tiende a un modelo de espectro inicial de Harrison-Zeldovich [68].
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Conclusiones
En el presente trabajo interesaba estudiar los efectos de las distorsiones al corri-
miento al rojo que pudiesen apreciarse en el espectro de potencias de materia y el
espectro de potencias de galaxias, para el Modelo Esta´ndar de Cosmolog´ıa y para
un modelo t´ıpico de gravedad modificada como el modelo de Bertschinger y Zukin.
E´sto lo llevamos a cabo dentro de la teor´ıa de perturbaciones de la formacio´n de
estructura del Universo, en el re´gimen l´ıneal.
En general, se obtuvo que los efectos de las distorsiones al corrimiento al rojo
hacen que el espectro de potencias de galaxias sea mayor que en el caso cuando no
son considerados, para cualquier z. El modelo ΛCDM predice que la formacio´n de
estructura en el Universo no depende de la escala en la cual sucede, es decir, la corre-
lacio´n que existe en el espacio para la formacio´n de estructura es la misma en todo
lugar y en cualquier direccio´n, lo que es razonable debido al principio cosmolo´gico.
Para el modelo de gravedad modificada se encontro´ que, el crecimiento de estructura
s´ı depende de la escala en la cual se este´ formando, pero e´sto no quiere decir que
las regiones en el espacio no estaban o´ esta´n correlacionadas, sino que, simplemente
la formacio´n de estructura es diferente para las distintas escalas. Y e´sto no con-
tradice el principio cosmolo´gico, ya que, recue´rdese que el principio cosmolo´gico se
ha tomado para un Universo estad´ısticamente homoge´neo e isotro´pico. Adema´s las
desviaciones con respecto al modelo esta´ndar no son muy grandes, lo que implica
que el modelo BZ no es inconsistente.
Se obtuvo el espectro de potencias de galaxias en el espacio s, con un corrimien-
to al rojo de z = 0.57, para el modelo ΛCDM y el modelo BZ, usando el software
CosmoSIS. En modelo ΛCDM se obtuvo una sola funcio´n de crecimiento (pues no
depende de la escala), y a partir de e´sta se obtuvieron los efectos de RSD en el
espectro de potencias de galaxias. En el modelo BZ se obtuvo el espectro de po-
tencias para valores de s = 1, s = 2, s = 3 y s = 4, donde cada uno describe una
dina´mica diferente. En cada valor de s se obtuvieron las funciones de crecimiento
para 0.001 ≤ k ≤ 0.31, donde se tomaron alrededor de 34 puntos diferentes. Usando
CosmoSIS se hizo el mejor ajuste de los para´metros cosmolo´gicos en cada modelo, a
partir de los datos medidos por Planck en 2015. Tambie´n se obtuvo el mejor ajuste
del ı´ndice de crecimiento para el modelo ΛCDM, usando gnuplot a partir de los
datos obtenidos por CosmoSIS, dando un valor de γ = 0.550494± 0.0001373. Para
el modelo BZ se propuso una funcio´n de crecimiento en te´rminos de la escala k y del
para´metro de densidad de materia Ωm, y a partir de esta funcio´n se obtuvo el ı´ndice
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de crecimiento espacial α y el ı´ndice de crecimiento temporal γ. De igual manera
se obtuvo el mejor ajuste para estos ı´ndices de crecimiento a partir de los datos de
CosmoSIS para algunos valores de k, los resultados se observan en los cuadros (4.3),
(4.5), (4.7) y (4.9).
Finalmente se hizo la comparacio´n de los modelos estudiados con los datos reali-
zados por BOSS en los DR12 de CMASS. Para la parte lineal los modelos se ajustan
bien a los datos, en la zona de BAO es cuando se muestran las diferencias entre los
modelos, au´n en la parte lineal. Se concluye que el modelo que mejor se ajusta a los
datos, en la parte lineal, es el modelo BZ con s = 2.
Una recomendacio´n para trabajos posteriores ser´ıa realizar los ca´lculos estad´ısti-
cos de las desviaciones de los modelos estudiados y los datos obtenidos por BOSS,
para tener una descripcio´n cuantitativa de sus discrepancias, y no una cualitativa
como lo que se hizo en este trabajo.
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Ape´ndice A
Ajustes de la funcio´n de
crecimiento f(k,z)
Las gra´ficas (A.1), (A.2), (A.3) y (A.4) se obtuvieron utilizando el programa
gnuplot, que emplea el me´todo de mı´nimos cuadrados para obtener el ajuste.
Se tuvo que introducir, en gnuplot, la funcio´n de crecimiento,
f(k, z) =
(
k
k0
)α
+ Ωγm(z) =
(
k
k0
)α
+
 (1 + z)3
(1 + z)3 +
Ω0Λ
Ω0m
γ , (A.1)
en donde los valores para el para´metro de materia (Ωm) y energ´ıa oscura (ΩΛ), se
obtienen a partir de la tabla (4.10), para cada modelo, respectivamente. Gnuplot
calculo´ los valores de α y γ de la funcio´n de crecimiento (A.1) que se ajustan mejor
a las datos, dados por CosmSIS. Y finalmente, se obtiene la gra´fica de los datos de
CosmoSIS para la funcio´n de crecimiento y del ajuste que obtiene gnuplot para es-
ta funcio´n de crecimiento, que son justo las gra´ficas que se muestran en este ape´ndice.
En las gra´ficas, f(x) corresponde a f(k, z) dada por la ecuacio´n (A.1) para cada
valor de k (l´ıneas rojas), y los datos obtenidos por CosmoSIS se muestran en las
gra´ficas como, f(z).dat (l´ıneas verdes).
90
Modelo 1
 0.5
 0.55
 0.6
 0.65
 0.7
 0.75
 0.8
 0.85
 0.9
 0.95
 1
 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3
Fu
nc
io
n 
de
 C
re
cim
ie
nt
o 
 f 
(z)
Corrimiento al Rojo  z
f(x)
’f(z).dat’ u 1:2
(a)
 0.55
 0.6
 0.65
 0.7
 0.75
 0.8
 0.85
 0.9
 0.95
 1
 1.05
 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3
Fu
nc
io
n 
de
 C
re
cim
ie
nt
o 
 f 
(z)
Corrimiento al Rojo  z
f(x)
’f(z).dat’ u 1:2
(b)
 0.6
 0.65
 0.7
 0.75
 0.8
 0.85
 0.9
 0.95
 1
 1.05
 1.1
 1.15
 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3
Fu
nc
io
n 
de
 C
re
cim
ie
nt
o 
 f 
(z)
Corrimiento al Rojo  z
f(x)
’f(z).dat’ u 1:2
(c)
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9
 1
 1.1
 1.2
 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3
Fu
nc
io
n 
de
 C
re
cim
ie
nt
o 
 f 
(z)
Corrimiento al Rojo  z
f(x)
’f(z).dat’ u 1:2
(d)
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9
 1
 1.1
 1.2
 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3
Fu
nc
io
n 
de
 C
re
cim
ie
nt
o 
 f 
(z)
Corrimiento al Rojo  z
f(x)
’f(z).dat’ u 1:2
(e)
Figura A.1: Datos obtenidos por CosmoSIS para las funciones de crecimiento (l´ıneas verdes)
y el mejor ajuste a la curva (l´ıneas rojas). Las primeras tres gra´ficas muestran el ajuste para
f(0.01, z)→ (a), f(0.034, z)→ (b), f(0.106, z)→ (c) y en la parte de abajo para f(0.25, z)→ (d)
y f(0.310817, z)→ (e).
.
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Figura A.2: Datos obtenidos por CosmoSIS para las funciones de crecimiento (l´ıneas verdes)
y el mejor ajuste a la curva (l´ıneas rojas). Las primeras tres gra´ficas muestran el ajuste para
f(0.064025, z) → (a), f(0.116501, z) → (b), f(0.168977, z) → (c) y en la parte de abajo para
f(0.315185, z)→ (d).
.
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Figura A.3: Datos obtenidos por CosmoSIS para las funciones de crecimiento (l´ıneas verdes)
y el mejor ajuste a la curva (l´ıneas rojas). Las primeras tres gra´ficas muestran el ajuste pa-
ra f(0.001, z) → (a), f(0.064025, z) → (b), f(0.116501, z) → (c) y en la parte de abajo para
f(0.168977, z)→ (d) y f(0.315185, z)→ (e).
.
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Figura A.4: Datos obtenidos por CosmoSIS para las funciones de crecimiento (l´ıneas verdes)
y el mejor ajuste a la curva (l´ıneas rojas). Las primeras tres gra´ficas muestran el ajuste pa-
ra f(0.001, z) → (a), f(0.116501, z) → (b), f(0.168977, z) → (c) y en la parte de abajo para
f(0.315185, z)→ (d).
.
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